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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ВНУТРЕННЕМ КОНТАКТЕ УПРУГОГО 
ЦИЛИНДРА И ДВУХ КОНЦЕН ТРИЧЕСКИХ КОЛЕЦ.

СОЕДИНЕННЫХ ПОСРЕДСТВОМ НАТЯГА

§ 1. Постановка задачи. Вывод уравнений Рассмотрим упругое изо­
тропное концентрическое кольцо 5, единичной толщины с внутренним /?0 
и внешним /?|. радиусами (фиг. I). На части внешнего контура кольца 5„ 
определяемой углом 23„ приложены заданные напряжения нормальные 
(радиальные) д։(а) и касательные 
</. (а). В отверстие кольцевой об
ласти 5։ »ставлено с натягом А
кольцо (втулка) 50, причем Д=А\ — 
—Ао, где — радиус внешней по­
верхности кольца $0. Предпола­
гаем, что контакт между кольцами 
50 и 5։ осуществляется по всей их 
поверхности соприкосновения, то 
есть по дуге (0, 2 я). С внутрен­
ней поверхностью кольцевой об­
ласти 50, радиус которой А«, кон­
тактирует упругий цилиндр (диск) 
5- радиуса в центре которого 
приложена сосредоточенная сила, 
причем радиус цилиндра несколь­
ко меньше радиуса внутренней по­
верхности кольца 50(А\</?Д. Трением 
ком пренебрегаем.

между кольцами 50, 5։ и дне

Введем систему прямоугольных декартовых координат хОу. к кото­
рой отнесены области 5.5, (или 5 ). прячем так, что начало этой снстс- 
мы совпадает с центрами круговых отверстий в кольцевых областях 3<> и 
5. (с центром цилиндра •$.). а ось Ол - с линией действия силы Л>, при­
ложенной в центре диска. Обозначим через а полярный угол точек границ 
областей 5,. 5։, отсчитываемый от оси От против хода часовой стрелки.

В соответствии с постановкой задачи на контурах Го, £„ Ь3, 
Г, рассматриваемых областей 5. 5,, А имеем следующие граничные уело- 
ния:

J0 на Լշ, Lz, /. յ. /.»
I Vs(a) «a / j при r. — 3a • s ■

(1.1)
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I -р(а) на А2 и /„4 при
— д (а) на Ао и £а при 0 < а < 2 ~

<71 (а) на Л։ при и 
при

_ а <-■ - , -■ о• 0 ’ х Г՝ 10
— и на /и при

“ я т

(1.2>
0 на А2 и

£2(я) = АДл) на А2 и А։ при — < 2 < л0 (1.3)

С՝7 ) = ^3 (7) на Ао и А, при 0 •< а % 2 х (1.4)

Здесь — и %, — полярные углы конечных точек области контакта между 
телами и (а) и (а) ֊ - кривизны границ тел и 5։, деформи­
рованных при их посадке с натягом; /<?• («) и А, (а)—кривизны границ 
тел и 5.. деформированных при их посадке с зазором и действии внеш­
ней нагрузки; р (а) -контактное давление и области контакта между те­
лами и 5'.; </ (а) — контактное давление, возникающее на посадочной 
поверхности между кольцами 5„ и 6՜..

Задача состоит в определении контактных давлений р (а) и (/ (а), ве­
личины угла контакта 2-т,., а также в установлении условия, при котором не 
нарушается контакт между контактирующими кольцами и 5՛,.

Принятая схема нагружения контактирующих тел позволит использо­
вать результаты решения рассматриваемой задачи для расчета напряже­
ний в проушинах и головках шатунов.

В известных работах [I. 2] рассматриваются задачи о вдавливании 
кругового диска в тонкое упругое кольцевое покрытие, подкрепляющее кон­
тур отверстия в неограниченной плоскости или внутренний контур кольце­
вой области. В этих работах принимается геометрическая гипотеза Кирхго­
фа—Лява теории тонких оболочек.

Для вывода уравнений поставленной задачи воспользуемся условиями 
(1.3) и (1.4), выражающими равенство кривизн деформированных границ 
тел 50, 3. в области контакта.

Кривизна деформированного контура круговой области радиуса R 
он ре де л я етс я форму л он

(1-5>
где V, (а) — радиальное смещение точек рассматриваемого контура;

V = ------ -

Сумму радиального смещения V, и его второй производной и 
можно выразить на основании [3] следующим образом: для точек контура 
кругового отверстия в двусвязной области, (круговое концентрическое 
кольцо) или односвязно։։ области (бесконечная плоскость с круговым от­
верстием)

V, 4- V՛ ֊ Ее .. -
' ' 2 в,-

(/»нЛ (/«)] ф; д-6)
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для точек контуров конечной односвязной области (круговой диск) 
или двусвязной области (внешний контур)

R
vr 4- vr = Re —- | /.j [Ф/ (/„) — f0 Ф, ’ (70)] Ф/ (f0) — Ф,՜ (4) | (1.7) 

Z 'j j

Здесь Ф, (/0) и Фу (/0) — граничные значения функции Колосова Мус- 
хелишвили Ф,- (г) при г — (а, причем г гс" (г = Г — 1), — точ­
ка на контуре радиуса R, / — О, ], 2 соответственно для областей 50, 
Л С гК՛ /л \ б/Ф (Уо) О Л ми 52; Ф (/0) =-----------; 3—4Н для плоском деформации и

■/■/ = (3- -л)/1 - для случая плоского напряженного состояния; 
С^ = Е)1{2{\ V/), а Е. и ։/у—соответственно модули Юнга и коэффи­
циенты Пуассона для материалов колец 5<> (у — 0), (/=!)} и цилинд
ра .$'2(у --2). В формулах (1.6) и (1.7) под R следует подразумеват 
радиус того контура, для которого определяется сумма г;г 4 о’.

Таким образом, для отыскания суммы радиального смещения и его 
второй производной необходимо иметь функции Колосова—Мусхелишвилк 

Фу (г) для областей .$'с, и 53.
На основании известного комплексного представления плоской задачи 

теории упругости [3] найдены следующие выражения для функции 
Ф/х):

для области

Фо(2)=J_ fzKU'. 4- —гЛ— 
2«/,1 t -z 2.-r(l-/ftl

1 , ).’
—։՜ т՜ с° ~ z 4 ~

7-0Р0(1 ~ /■")
17(1 4-х0) Rj 2“ К.

- — + I 0, + «,.- У («z* I O U.8)
2֊z.) t,-z 4-

Li
где z = re(' (R.։< r < R3); f= R^’Ry, f — Ri^1՝, fx— (0—полярный
угол, отсчитываемый от оси Ох протии хода часовой стрелки); 

2г. в,
<4= || <7 (’) <^а. = j /;(։)</» (1.9)

О
а.

сл । р (a) cos А-з r/а (1.Ю)
~п*

>2 , , -м ч аМ 1
°““ “ STu՜՜»{iJ°~°'= “

[(!->• (/:=±2, -з,-.-)
RsDi-
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X(^-2)e|l-rf, + 2֊^(1
4 *o) >

Z 7C

Dk = X֊2*֊2(l Z:։(l —/?)’
«о 2’

cx = (?) cos 3 с/х, d{ — j q (7.) COS a da

—a« G
2x

dk ~ q (a) cos k'J- da
о

для области 5,

(1.11)

(1.12)

ф.и.ХГл«֊
2 *1 J I z

4.

7֊՜? + M-v+jj^+y; b (1.13)
2^(1+«1)г ։ti ri.

где z = re'4 {R^-. r < A’։): t RQei!>

bi = 77֊11(1 +*)(։- P2)-4;֊(1֊<’J ’)Л\] (i=+2, ֊3,- -) 
/Л Ai

z?;=p2i ’(i-p2v֊i4i֊p2)։. p=֊°
R\

Ai = ~-S dk 4- Bk, A k — — p*-(fk - k — 1) dk-4֊ В k

b° (s‘ ՛ Й) ’ л’։=rj ’■w rf։
= ֊IL

Bk ~ ~ (<7j(a) cos/jtt — g. (a) sin Zri) c/a
s - ?l

1 ' c °
в k = — (<h (x) cos ks. I g. (a) sin ks) ds

П’֊?.

(1.14)

(1.15)

.4 Li • 1
b՝~ /?,(!-f') ’ Л-։ = -5й ?(?г_2)d'

*1 (1 — P*)
^(1 4-x։) h^.։

e+0*
B-I — — I (<?! (a) cos X 4-qa(a) sin я)</а

2- J
r-?.

(1.16)
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для области 5.

<М*) = р(Р(Н .
« я7 (1 4՜ *•_՝)

о
2п(1 |-х„)

1֊
(

(1.17}

где

На

г = ге'՜’ (0 •••> г < /?2); ( — Rгe^'' 

основании граничных условий (1.1) (1.4) и
(1.6)—(1.17) приходим к следующей системе интегральных 
для определения контактных давлении р (а) и Ц (а):

2к

выражений 
уравнений

: 7՜ (։>1 </։> = 719 (я) 4՜ ^0—7.« ֊ СОЗ а 4

2 “Тчу

+ 2УЛ/ьсО5Ла + 4т,ас° ■ 0-.:«<2- 
а я.

(1.18)

р (»>) «/Я — 2т6р(а) { (<4 — Са)

4;Л
'R.

, п т . 8я7в<;0сол а 4- 2 у и сол ка ---- - -----
^2 ^4

(1.19)

Здесь R^ - R* радиальный зазор;

Ъ =“т-[(х1 — 1) Со-(хо—1) ^]> 1։ ” — (хо~г1)^1 
Л. Л,

1г — — (֊/1 + 1) Сг0> 1. — (*։ 6'0 т 60,
л. л. Vе'1

А1 — (1 • *1) (1֊Г уо) 7(5 — ^[(»о-пс։ (ь 1)<Л]

I: — ~ (*о“Г 1) (-’։» 7в ", ^2 • ^о)» 7в ■
п» «2

кг = (1 + *о) Н 4֊ *2)

1 С

Ро = /?։ р (а) СОЛ а с/а (1.20)

М<> 2к(1-л2) С° 2 г (1

2 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 3

Р - 1—>.֊/
ТА
1-к
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+ Т։ 1.у-*>•* !>֊=(* ֊1) ^-1)֊֊֊•**֊։ ֊у^гй«+1։5*
№=-4- [(*“- 1) (I - ?=) Р։‘ + (?“- Р։) (к - 1) (-.=к- к -1)- 

1>к

֊ (*’-1) (1 - р’)(рЧ - А- ֊1) -Г (А- +1) (1 ֊ р“*’)]

Л=֊. 11(*2-1)?‘(1 ?г) + (к : 1)р֊‘(1_р»-։)]в*֊ 
£'к

֊ «л ֊1) р‘(1-Р՜2*7) + ?-*(!֊ *2)(1-?г)] Я-*1

= •! — [(4 —1) /Л Хк- (4 4-1) >֊* Ь] - -1 (4 - 1) /•“(>’4- 
| к ~

֊ к -1)|.с* + | -֊[(«- 1)1.‘Л-(к -г 1 > 1.֊‘ £*] -

-—(А 1)>.‘Ь4
- I

•.к < 11
^ = — (>-*4— 4-1)р.2^2-л» - (48-1)(1- 

Д/Дг I

Г4= Ь(А..+!)(! >.«)( А-0.-։ _ 1)]
1Ук

г‘ = тгК*-։»а ՛■■} а2к-к֊1) + ^■‘-1] 
1Ук

Ек - -^р.а+Д-Д*֊>֊1]
1-К

Из (1.19) вытекает уравнение, полученное в [4| для случая внутреннег 
контакта диска и кольца при заданных напряжениях <?. (а) и (а).

§ 2. Решение уравнения (1.18). Применяя к этому уравнению форму­
лы обращения Гильберта [5| и вычисляя при этом необходимые интегра­
лы, получим

9 Р
(!՛ («) ֊Г Т5 </ (■•) = —Т1Л?0— ;4 (1 - *10 — со?г —

72 X о

7,) ЛГ^СОВ А-а (2.1)
^0 к -2

Следовательно, задача об определении контактного давления (] (а) на по­
садочной поверхности колеи 5 и 5, свелась к дифференциальному уравне­
нию, имеющему точное решение
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Решая известными методами уравнение (2.1). находим

оЫ_ 415ДС0 2-*4^0 Мл . .оо.
д(а)__  ------------ 4- ■ , . х /. CQS 7 ~ 2 >■—֊ cosZ:« (2.2)

4 7»а^о 
(1֊Но)

7։ Ti^o " (1 ~г 7j) л-2 71т

Предположим, что при а = л контактное давление q (а) обращается 
в нуль, то есть <?(я) 0. Для этого случая найдем натяг A=AmJn. Из фор­
мулы (2.2) при а = л получим

Ды. “ ֊ ^4" ^֊° у cos кт. . (2.3)
4-j;,G0 4x^5 Go 2ъ6'0 Г7271Н-><

С учетом (2.3) формула (2.2) получает вид

<7«jn («) = ~~~ (1 +■ cos я) — 2 У ■■'-'՝ (cos ка cos А-՜) (2.4)

где ?в|П (а) — контактное давление при \ Дга1о.
На основании выражении (1.9), (1.11), (1.12) и (2.2) находим

d =__ I-/(lzP)co J ^Тз(1

__________8^,(1 ?•')(! --'֊') j = ; (2 5) 
яна֊»։Лт։а л ij-v’o-p‘)i՜ ' я*

л= 2-7,&+тг(Л>.*р'г(Х—1) -л-11-(Л-1)Х(-Г (А+1) Г,| с>
Ъ + ЖЛ֊1.К*-1)П-(‘т1)й1

§ 3. Приближенное решение уравнения (1.19). В уравнении (1.19)

произведем замену переменных, полагая ot— —ocos 
2

б, lg
_Ь 
2

=асо s i>

запишется так:

В таком случае это уравнение с учетом (2.5) и (2.6)

И-)-О»COS*6 Г р'(М<№, _ 2 „______ _____

"О J cos 0։ — cos 0 “ (1 — л2}
о

-г- I 4 74՜:7Z 4 дь 1 д- cos2 9 ;
^4 I к(1+7i) (1- l֊ba2cos29

•С f ■ • 1
+ 11 S ] л cos (2 к arc tg (a cos 9)) + ■ — г-: i Ск +

(• '■ / (71 : *) J

Lzcos (2 к arc tg(a cosO))
2 Л/» cos кг.

(1

О < & < - (3.1)
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Здесь

,w; = 21 ;
2- ъ+ к +тЛ֊ь[(^ ֊1) Г*֊(Н1)£*]

м’ = -_______________1?֊_* 1՜ _____________
71+ * + 7э^ ֊ 7а[(* -1) - (к 4-п ед

/Л »1 ((4- 1) + Л*- (44 !)'• к1\-(к Ч)/.2*(Х։4-4-1)-

k'^,?{k D-^-П- (fe 1)ЛЬ+(*4-1)1\ ,
“ 7,+ <' + 7г^-֊ 1г|(4֊1)П (Zr+пед 1

(к + 1) >.-*£*֊ (4-1) >*]}

. 2ъ5;[(^-1)а4У4-(4-М)л-а£а-(4-1)/Л|
2 71 + ^ + 7а^-7г[(4-1) П -(ППГед

S'* - V ֊Ofc Ofc „ • 
'о

Искомое контактное давление р (0) представим в виде

, р 2֊v"‘
р (&) = —у՜ V б.-,, sin т 0, т — 1, 3,■■ •, 2 N — 1 (3.2)

'՛։

Удовлетворяя уравнению (3.1) в конечном числе Л1' равноотстоящие 
точек приходим к следующей системе уравнений для определения коэф­
фициентов Ь/л:

2AF-։
4 Ьт .4П1 ՛ ~՜

4-Ь0 (р = 1, 2,.--,/V)
+ *о

(3.3)

где
. rn (1 + <г cos" 0р) sin mr>.x п _ лЛ,пх ----------------------Ч- — 2 Ye sin /пУ։

о sir. V;l

sin m— tg'ri — -|- 8 /и cos —sin —•*
1->* 2 4 2 2

' Ч: 
2(1֊/.=)

-------°> COS, / ) + 4 т, >՝ | 2 a _/fc,J Z-iCOS (2 к arc t? (« cos\}} + 
1 ՛ a-cos֊V|t/ I

, 2 М\ cos к~
(1֊Аг) (71֊^)

а0 . m ’О4֊ г. cos т sin -ту- Ig*” 2 М?, cos к'
(I -)(7: + <-)

L-> cos (2 к arc tg (a cos '4)) '֊12
2.N

Связь между постоянными с„. f\. и с.-_
ми Ьт имеет вид

и неизвестными коэффипиента-

֊

с0=2-’֊^-Л/2, Н2 \ 6rasin— tg”
„7՜։ 2 '1

(3.5)
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где

Ро - 2 t:s£0cos -""֊ УД, 
2

г/' 2Л’՜’Ci = 4a‘A S

2JV-1
H= V b„. msin — tg" 

лп-J
(3.6)

(3.7)

sin (rn arc cos x) cos (2 к arc tv ax) . ----------------------------------------- 2-----  <jx

о

Дан получения выражении (3.4)—(3.7) необходимо ряд (3.3) подста­
вить н уравнение (3.1) и равенства ( 1.9), ( 1.10), (1.20) и вычислить необ­
ходимые интегралы.

Решив систему уравнений (3.3) для заданных угла контакта а0 и упру­
гих постоянных контактирующих тел, найдем коэффициенты Ьт, подстайив 
которые в (3.2), получим функцию распределения контактного давления 
Р (а). Затем с помощью формул (2.3) и (2.4) можно определить контакт­
ное давление Ц (а), действующее на посадочной поверхности между коль­
цами •$,. и $։, и величину минимального натяга Лт։п, при котором о (я) =0. 
Эти формулы с учетом (2.5), (2.6) и (3.5) (3.7) принимают вид

(li ֊ 4? j2'(1 '՜со։ з) cos 4
- 4 У [2 о Л/fy ’б„ J-.„ 4- К М\ cos cos*՞ cosk* } (3.8)

1-, £1 2 7i I к I

AmIn = г (1 4-0) ] - 2^1^ b(1 —■ C°S 2 ■

(1 — <a) III (1 —p2) — ъ| —7г^(1 —?s) и 34 , 
Ъ(1֊?г)(1֊>г1 2

4-—5\(2аМ^УЬт Jkm-] I (3.9)
2/b4-^JI

Че

■ £ = 
' 0

$ 4. Числиоой пример. Предположим, что напряжения д, (а) и г?2 (а) 
представлены выражениями

(х) /1(14֊ cos ла)
(4.1)

(а) - — ■A sin ла, п = 2, 3, • • ■

где " — /о С а г- 4՜ ?oi 2.\։՜ угол» определяющий протяженность уча­
стка внешней поверхности кольца S1F к которой приложены напряже-
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ния <?! и <?։; (Зо) =<72(.%)=0 (последнее условие удовлетворяем

когда л=2 соответствует п =3, ?0 = и т. д.).

Постоянную А найдем из условия равновесия внешних сил. действ; 
щих на контактирующие тела. Это условие имеет вид

— /?։ [91b) cos a д4(а) sin а| di (4.2)

Подставив в равенство (4.2) формулы (4.1). найдем

д _________ ('* — П4 Л>_________
2 | (л— 1) sin 30 —sin (л — 1) Ро|^4

Кроме того, на основании выражений (1.14), (1.35) находим

« _ di
= -d I 1 dl_ sjn £|J0 4-----1— cos (r։ А') г sin (/? k) p0 I

- | к n — k J

Й t — — I (—IL- sin k.% 4------— cos(n — k) ~ siu (л ֊4 к) ?0
“ I k n 4* к

Таблица I

Угол контакта 30

R< 2 - 1— __ — ••
f R3 3 9

0.5 А 0.1725 0.2712 0.5455
6. 0 0062 0.0387 0.1058
bi 0 I.W17 -0.0091 -0.0307
bl U.0005 0.0008 0.01)23
6, 0.0001 0.0005 0.0013
Ь-Л 0 0.0001 0.0002

P„ "E., 11.1798 0.3983 0.9772
0.0347 0.1386 0.5166

/И0) A’4 -Ao 0.1744 0.2808 0.5775
q (0) A, -A„ 0.1П7 0.2099 0.4254

0.6 ьЛ 0.1007 0.15.48 0.3171
b3 0.0138 0.0493 0.1135
b* 0.0017 0.0068 -0.0166
A 0.0003 о -0.0021
b. 0 0.0005 0.0018
bxi Олимп ОЛИМП 0.0002

P<, 0 105(1 0 2279 0.5673
֊ in in/ Г 0.0-108 0 1293 0.4209
P«i)A. A, 0.1025 0 1621 0.335+
?(0) A, tA0 0.07оо 0.1001 0,2212

Числовые расчеты проведены для случая, когда контактирующие теля- 
находятся в условиях обобщенного плоского напряженного состояния;, те
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есть когда -/7= (3 — •>,)/! 4-Кроме того, принято £а = Е.2 —-2 Ео՝ 

к = ՝>, = - 0.3; ; п = 4; л — 0.9. Параметр о кольца 5։ прини­

мал значения 0.5; 0.6; 0.8.
При указанных значениях параметров вычисления проводились на 

ЭВМ «ЕС—1020» при Л՛' — 6.
Значения коэффициентов Ьт {т 1, 3,••՛, 11)> величин Р0/ъЕ0, 

Д1Г.1'4 и контактных давлений р (т) и д (?) при а - 0 приведены в табл. 1, 
। а на фиг. 2 показана зависимость между углом контакта и величи­

ной Р<^Е^ причем кривая 1 соответствует р ֊ 0.5, кривая 2— ? =0.6, 
кривая 3 — ?’= 0.8. Штриховая кривая на этой фигуре построена для 
случая, когда со и *-• ос {задача о давлении диска 5.. на гра­
ницу кругового отверстия в бесконечной плоскости).

На фиг. 3 показано распределение контактных давлений р (а) и 
4 . “7(1) для случая, когда = — ", ? — 0.5, /.= 0.9 и 30= — » причем 

кривая 1 выражает изменение контактного давления р(*) на внутрен­
ней поверхности кольца Ео> а кривая 2 контактного давления д (*) 
па внешней его поверхности.
Дрёгобычекяй педагогнчгскип 

институт нм. Из. Франко Поступила 15 IV 1980

Մ. I’. ՏՅՈՊՌ

ԱՈ՚ԱՑԳԱԿԱՆ ԳԼԱՆԻ ԵՎ ՋԴՎԱԾՔԻ ՄԻՋՈՑՈՎ ՄԻԱՑՎԱԾ ԵՐԿՈԻ 
:Ս.ՄԱ«ւԵՆՏՐՈՆ ՕՎԱԿՆԵՐԻ ՆԵՐՔԻՆ ԿՈՆՏԱԿՏԻ ՄԱՍԻՆ ԽՆԴՐԻ ԷՈԻԾՈՒՄՐ.

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Լուծվել Լ առաձգական գլանի և երկու համ տկենարոն օղակների կոն֊ 
ւոակտի <1 ամ ան ակ աուպարած լարումների բաշխման վերաբերյալ իւնդիրր։
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0 ղակներր իրար հեա միացված են ձզվածրի միջոցով, իսկ զլանք դրվսէծ 
I, ներրին օզակի անց րի մեջ րացված րոէ) ։

հյնզիրր բերվել Լ երկու ինտեզրաք հավասարումներից կազմված ւվս- 
տեմի լուծմ անր։ Տրված Լ իւն զրի թվային րււծում ր ։

SOLUTION FOR THE PROBLEM IN INTERNAL CONTRACT 
OF AN ELASTIC CYLINDER WITH TWO CONCENTRIC

RINGS CONNECTED BY TENSION

M . i. 7EFLY

S u m in a г у

The problem in distribution of stresses resulting at the contact of 
an elastic circular cylinder with two concentric rings has been solved. 
The rings are connected by tighness and the cyl inder is inserted into a 
circular hole in the internal ring with a gap. The problem is reduced 
to the .solution of a system of two integral equations. The numeral 
olution for the problem is given.
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