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ИССЛЕДОВАНИЕ ПОВЕДЕНИЯ НАПРЯЖЕНИЙ 
ОКОЛО ЖЕСТКО ЗАЩЕМЛЕ11Н0Й ВЕРШИ! 1Ы 

СОСТАВНОГО УПРУГОГО КЛИНА

Исследование напряженного состояния вблизи края поверхности кон
такта составного упругого тела проведено в работах [1 11].

В настоящей работе при помощи местного решения плоской задачи 
теории упругости [4] исследуется напряженное состояние около края по
верхности соединения в композиции, представляющей из себя спай трех 
плоских клиньев, соединенных по боковым сторонам. Края составного кли
на заделаны. Материалы боковых клиньев одинаковы и углы раствора рав
ны. На замыкающей части контура составного клина задана внешняя на
грузка, обуславливающая плоскую деформацию или плоское напряженное 
состояние.

Решение рассматриваемой задачи приводится к отысканию корня 
трансцендентного уравнения.

Анализ результатов вычислений, проведенных для трех серий значе
ний пяти параметров задачи для плоского напряженного состояния состав
ного клина, показывает, что характер напряженного состояния около рас
сматриваемого края поверхности соединения существенным образом зави
сит от упругих деформативных характеристик соединенных материалов и
от геометрии соединения.

1. Пусть тело изготовлено из 
трех спаянных между собой по 
боковым поверхностям цилинд
рических тел. Поперечным сече
нием тела является составной 
клин с заделанными краями и 
углом раствора 2(а-Гр). Мате 
риалы боковых клиньев одина
ковы с одинаковым углом раст 
вора а. а между боковыми кли
ньями расположен клин из дру
гого материала с углом раство
ра 2р (фиг. 1).

Вследствие симметричности задачи на линии симметрии выполняются
условия симметрии или идентичные им условия гладкого контакта и можно 
считать, что одновременно рассматривается аналогичная задача для клина, 
составленного из двух материалов с углом раствора а 4֊ £, сторона ф — а 



(н полярной системе координат г, ф) которого заделана, а на стороне 
ф - ■ ■ Р выполняются условия гладкого контакта. Линия контакта ма
териалов принимается за полярную ось (ср 0), на замкнутой части кон
тура действует внешняя нагрузка (фиг. 1).

При отсутствии массовых сил компоненты напряжений через функцию 
напряжении Эри Ф п полярных координатах выражаются формулами

1 с/Ф , 1 дйФ дгФ д / 1 "Ф\
<1Л)

Функция <1’ (/, с| ) в областях I и И (фиг. 1) удовлетворяет бигармо- 
ническому уравнению

дзф,^/-֊ 4 —— 4 Д-—Y Ф.=0 /==1,2 (1.2)
Ur֊’ Г (ir г*

Решение уравнения (1.2) в областях I и II имеет вид |4|

ф, = гХ,,0Д)., О (1.3)

где
^i — Ац sin (/ 41)? • At2 cos (л 41) ? 4 Assin (л — 1) ? А» cos (/ - 1) ?

(1.4)

А.-(г’=1, 2; / = 1» *2, 3, 4) — постоянные интегрирования; 
л—некоторый параметр.

Краевые условия и условия на линии контакта в случае плоского на
пряженного состояния через функцию Ф имеют следующий вид [12]:

I г)фг . 1 (РФ՝ /?ф։ ..
----------i 4---------------- >. — — — о
г dr г2 dr dr2

(2 •
/ 1 д3Ф։ 2 ОгФ։ 2 <?Ф։\ . 3 ^2Ф1

Vj) (--------- -— —---------- — —----- ) ՛ —- ------- —
\ г ard? г- drd<f г3 с)? / г2 дгд?

2 ЭФг . 1 (РФ, л -ч
---------------- -|-------------- - = 0 при ?=х (1.э)

г3 Оф г3 д'А

(2 1-
. / 1 <хаФ3 2 <93Фг , 2 &ФД 3 (АК
\ г dr‘d^ г- drdy г3 Оф 1 r'~ дгдъ

2 <?Ф2 1 (?Ф, _ Q

г'л оф г3 d^3

1 <ЯФ. , 1 д<1>„ л
---------------- ? -|    : = 0 При ? = -

г Ord^ г՛՝ d^

. , г/Ф. ()Ф2
1 “ dz> ()ф

1 х 1 d-Фу _ у ^Ф/\ =
Ел \ г or г2 1 dr /

1 / 1 </Ф2 1 д'Чк О'£фл\ .л
т(—Г2՜1* “Г-“?2 тт) (1-6)
Е2\ г dr г~ dr дг2 /
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1 1(2 -.of 1 2 ^ф' I 2 i-
Z?։ [ 1 \ г dr2d<o гг дгд-л г3 д? /

1

3
г" деду

2 </Ф,

г3 <7<?

<1 <73Ф8

< г drd's

, 1 о3Ф,՜!

г3 d?3 J

2 о2Ф2 . 2 <?Ф,

г" дгО<0 г <)

3_<72Фг 2_^Фг . 1 ^Ф2 

г- дгду г3 глр г3 d^3
при 7 = 0

где Е; и \'г (г 1. 2) — модули упругости и коэффициенты Пуассона ма
териалов. Для плоской деформации вместо г, подставляется \>/(1 — V,).

Удовлетворяя (1.5) и (1.6). получаем систему линейных алгебраиче
ских уравнений относительно постоянных интегрирования А.; (г — 1.2; 
/= 1.2.3. 4)

X[vj /.’ si* Лп4 VI՜ Z С| Л124֊(< А+—4)si Лп֊г (v։ >? —4)ci Лн] = 0

k ). [vj Z су А п— vfz $i А12~ hi '֊ 4) ci Л10—(>i к ֊4)s։ .41։] =0

/•[՝<>' л' ci А2ХЛ- v2՜ /. sj .422 -- (v> л 4- 4) со .4.23 4֊ ('Г к՜ - 4) s2 42.։] — 0

Д՝ (ль с? 4- / s? .422 -f- Z a A nJ | / ,42.։) =■=()

4 к-К >■* а„ + «,Г ֊4) А։] - 4 [»? >.+ Д„4- (А' - 4} A.,11 = 0
|с։ Я. I

/. J-Ltf Х'-ЛцЧ-(V, -f-4) AJ- ՛ Ая 1- (v24 . +4) .4 J =0

I Zij ^2 I

^12 4֊ Ar, - Аг2- A.։= 0 (1.7)

Z՜ .4П — > xl2;i — Z‘ Д21 Z у4йз=О

В системе (1.7) для краткости приняты обозначения

Sj+= sin (Z 4 1) я, s?‘ = sin {'■՝ — 1) 3, Sj =sin(Z—1) c, s^=s։n(Z- l)p

C£ = cos(Z : l)a, c.2 = cos (>֊-r 1) P, e~= cos (Z—1) a, c2 cos(՝>—l)p

к+֊л.+ 1, л =}.-), ^=^4-1 /=1,2

Для существования нетривиального решения однородно]՝։ системы 
( 1.7) необходимо, чтобы ее определитель равнялся нулю

(к> !*-> '«'р у2, л, й) — 0

который после ряда громоздких преобразований приводится к фансцеи- 
дентному уравнению относительно 7.

Д =
64/Ъ. 3

т ; у /■ sin 2 (л |- ft)
£1

т; — гп] р —

; ֊Л™? и 2 ^֊25«1*у(т; _ 4 т1+ 8) (/• sin 2 ft — sin 2 л^)
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m՛! : 4 8) sin 2 j-л. л7ц (fn։ _ 4) —J——-:---- • A —

- ml -25*2 (X sjn 2 3 cos 2 Xx sin 2 X^ cos 2 ' x) —

— I1 mi (mi 4) —q --- ” s*n '՝? cos ~ ,г

4֊ 2 m i 'д'‘~~2'У (cos $ 3 C'3 sin 2 ? — X: sin 2 >/) 4-

j-pm’ _?.LZ_lv.^(cos2a- l)X5sin2>3 4- 
2

| —4)sin2X(a : 3)j-=0 (1.8)

где
£

u= —1 - /и,— \т1, / ~ 1» 2 
' £2

Трехкратный корень л ~ 1 уравнения A = О исключен, так как ему 
соответствует тривиальное решение рассматриваемой краевой задача 
для 6.

В следующих частных случаях уравнение (1.8) примет вид

при 3 в 0 /■ sin 2 а*- -^։ —— sin 2 /л = О G-9)
zn։

при x = 0 Xsin23-|-—-—- sin2>3—О (ЫО)
/Пп

при «— 1, Vj — ՝л. — у, т — у ֊1

X։in2(« J-?)+ !^s։n2»(<i + ?) = 0 (l.U)

т

а при у — О

Xsin2? + sin2>.p = 0 (1.12)

>.ssin2a——-) sln2Za=0 (1.13)
\ mt /

Уравнения (1.9) (1.11) соответствуют известным случаям одно
родного клина с различными граничными условиями [ I

Для каждой комбинации конкретных значений параметров а, 0, р. 
v։ и V. уравнение (1.8) имеет бесконечное множество корней, расположен
ных в комплексной плоскости ?. симметрично относительно осей координат. 
Корням (1.8), имеющим отрицательные действительные части, соответ
ствуют решения, которые для вершины клина не имеют смысла. Осталь
ные корни (1.8), которым соответствуют нетривиальные решения, прону
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меруем по порядку возрастания действительных частей. При равных дей
ствительных частях нумерация ведется по возрастанию мнимой части. 11ри- 
ннмаем, что все эти корни простые.

Решение плоской задачи теории упругости в рассматриваемой обла
сти может быть представлено в виде ряда [13]

Ф = 2Л'Н(,, >.*) (1.14)

а- ։
где

Й(<Р, )՝‘> при 0 ’ • ։ (1.15)

I w2(b f-k) При —₽<«<()

Система функций 0 ((р, в интервале (— р. а.) является четырех
кратно полной н классе действительных функций, непрерывных со своими 
производными до четвертого порядка в интервалах (— fi. 0). (0. а) и 
удовлетворяющих условиям ( 1.14) и (1.15) [4, 6].

Из (1.1) и (I.I4) видно, что если 0 Re (Ât) <Z 1, то напряжения 
при приближении к угловой точке линии раздела областей неограниченно 
возрастают, причем порядок особенности напряжений при этом равен 
|Re(X։)— 1|. А если Re X. > 1. то напряжения затухают при г -> 0.

Таким образом, исследование характера напряженного состояния в 
окрестности края поверхности соединения нагруженного составного тела 
при заданных граничных условиях приводится к отысканию корней с наи
меньшей положительной действительной частью трансцендентного уравне
ния ( 1.8).

Искомый корень уравнения ( 1.8) вычислен на ЭВМ для следующих 
значений параметров задачи:

V ՝л. = 0.2, 0.3, 0.4

Р = 2 Л; Л = 0, 1, 2, 4, 5, 6; р- 2'"; лп = ],2, 4, 6; р-1±2 *, 

к = 1, 2, 4, 6;

« + ₽=֊֊ * = “-<?« <? Ь 2» И-г2«.> «1 - — 1, О, 1.

В табл. 1, 2, 3 приведены значения наименьших положительных дей
ствительных частей корней трансцендентного уравнения ( 1.8) для некото
рых комбинаций указанных значений параметров, характерных для рас
сматриваемой задачи.

2. Анализ результатов вычислений, проведенных для трех серий зна
чений пяти параметров задачи (a, fi, ц, V, и v։), позволяет выявить сле
дующие общие закономерности характера напряжений вблизи вершины 
составного клина:

При одинаковых значениях коэффициентов Пуассона (х՛, - г:. табл. I) 
вблизи вершины клина (г •—О) напряжения затухают, если 0.5 < ц < 64,
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Таб шин I

7-1-8 — - —
2 12

;л ’ 2?"

9 1 3 5 6 7 1 8 9

о' 0.25
0.50
0.75
1.0

128

0.9432
1.0-157
1.0866
1.1081
1.1778

0.7567
0.9424
1.0138
1.1081
1.3795

0.6751
0.8854
1.0164
1.1084
1.6281

0.6630 
0,8779
1.0105 
1.1084
1.3866

0.6736
0.8886
1.0202
1.1084
1.21474

0.7180
0.9210
1.038?
1.11)8-1
1.0911

0.8294
0.9947 
1.068!
1.108-1 
1.0018

сч 
о

с.

О
II
7

0.25
0.5
0.75
1.0

64.0
128

0.9577 
1.0537 
1.0920 
1 1125 
1.1771 
1.177

0.7738
0.9570
1.0516
1.1113
1.3762

0.6921
0.8983
1.0207
1.1027
1.4629

0.6761 
6.8875
1.0144
1.0981
1.2519

0.6817
0.8935
1.0168
1.09-11
1.1018

0.720-8
0.9232
1.0300
1.0911
0.9959

0.8262
0.9865
1.0515
1.0887
0.4200

1

0.
2 Х

3 0.4 0.25
0.5 
0.9375 
1.0

64.0
128.0

0.9355
1.0283
1.0791
1.0829
1.1114

0.7555
0.9348
1.0746
1.0868
1.3030

0.6755 
0.8347 
1 0831 
1.1031 
1.6061

0.6643
0.8799
1.0Ю2
1.1113
1.3959

0.6755
0.8929
1.0968
1.1163
1.2269

0.7209
0.9295
1.1021
1.1170
1.1077

0.8324
0.99у1 
1.1058 
1.1139 
1.0305

£
при любых значениях угла где и — » а £։, V, и а соответствуют (ма-

А'п
териалу) клику с заделанным краем. В атом случае характер напряжений 
соответствует характеру напряжений около вершины однородного клина 
при а < я.

Если и <С 0.5. то вблизи вершины составного клина затухание напря
жений невозможно и напряжения имеют особенности. С увеличением а в 
интервале 0 а ■< а, порядок особенности напряжений увеличивается, а

В интервале ях < з с.՜ — — — уменьшается. 11редельный угол на

ходится в 6 — <՜ 7, < 7 — 
24 24

Изменения значений коэффициентов Пуас

сона почти не влияют на интервал малонапряженности. но несколько изме
няют порядок особенности напряжении.

При |» = 0 задача приводится к однородому клину с заделанными 
краями с углом раствора 2<х < я, и около вершины этого клина напряже
ния затухают [6].

Если р 2> 64 и а > 7 —вблизи вершины клина затухание напряже- 
24

ний невозможно. Интервал изменения значений параметров задачи, при 
котором появляется особенность напряжений, увеличивается при увеличе
нии р.

6)
я

2
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При одинаковых значениях коэффициентов Пуассона материалов (т։ — 
= V. 0.2, 0.3, 0.4, табл. 2) около вершины клина независимо от углов 
а и р напряжения затухают, если ц> 1, имеют конечные значения, если 
и = 1. и бесконечно возрастают (имеют особенность), если р < 1.

С увеличением значения коэффициентов Пуассона порядок особенно
сти напряжений уменьшается.

При различных значениях коэффициентов Пуассона О', =/: \\) ука
занные интервалы существенно изменяются.

Если увеличивается V. (соответствующий материалу с заделанным 
краем), то при малых значениях угла а интервал изменения значений р. 
соответствующий зоне малонапряженности, уменьшается (р 0.75. V, = 
= 0.4, V. = 0.2).

Если увеличивается \’г, интервал изменения значений параметров за
дачи, при котором напряжения около края поверхности контакта имеют 
особенности, увеличивается при .малых значениях а и уменьшается при 
больших значениях а (табл. 2).

7'абяиуа 2

:х
■ й*

» = ’ | 3 5 6 7 8 1 9 10 1 11

сч 0.98437 0.999 0.998 0.996 0.9954 0.9951
1

0.9953 0,9959 0.9970 0.498с 1.0 1.0
1.0156 1.0007 1.0023 1.0039 1.0045 1.0048 1.0045 1.0040 1.0030 1.0016

16.0 1.0470 1.1662 1.3565 1.4213 1.2560 1.1422 1.0626 1.0109 0.9370
г- 64.0 1.0495 1.1753 1.3763 1.3931 1.2199 1.0961 1.0055 0.9410 0.9047

128.0 1.0500 1.1768 1.3792 1.3872 1.2130 1.0872 0.9939 0.9252 0.8806

г։—Г 0.75 0.9918 0.9702 0.9445 0.9336 0.9264,0.9240 0.43030.9452 и.9695О 0.9375 1.0030 1.0044 0.9985 0.9944 0.9906 0.9882 0.9879 0.9901 0.9944
*1 0.98437 1.0051 1.0114 1.0099 1.0072 1.0041 1.0013 0.9944 0.9987 0.9990

1.0 1.0058 1.013ь 1.0135 1.0113 1.0084 1 0055 1.003111.0014 1.0005
4 1.0389 1.1326 1.2445 1.2522 1.1979 1.1370 1.0888 1.0532 1.0260

о 16 1.0475 1.1668 1.3355 1.2665 1.1337 1.0365 0.9696.0.9304 0.9256
_ 64 1.0496 1.1755 1.3675 1.2488 1.0974 0.9873 0.9070 0.8508 9.82401

о 0.9375 0.9919 0.9803 0.9787 0.9814 0.9856 0.9900
| ।

0.9940'0.9969!0.9488
0.98437 0.9941 0.9871 0.9906 0.9955 1.0009 1.0053 1.0074,1,0068'1.0040<* 1.0 0.9948 0.9893 0.9944 1.0 1.0089 1.0102 1.0016'1.0099 1.0057

сч 1.0156 0.9954 0.9914 0.9981 1.0014 1.0107 1.015 1.0158,1.0130 1.СО73
6 1.0625 0.9973 0.9973 1.0088 1.0173 1 .0248 1.0288 1.0277:1 .0216 1.0118

■֊ 1.25 1.0036 1.0173 1 0459 1.0627 1.0749 1.0773 1.О682|1.050С 1.0263

I аким образом, для получения более широкого интервала малонапря- 
жениости около вершины составного клина необходимо, чтобы материал, 
имеющий заделанный край, имел меньший коэффициент Пуассона 
(\'։<Су..) и больший угол раствора (сс>Р), иди же больший коэффициент 
Пуассона и меньший угол раствора.

В этом случае также имеется особенность напряжении вблизи верши
ны составного клина при достаточно больших значениях а и ц (табл. 2).
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в) а 4- ?
2 12

Как показывает анализ результатов 
горные для задачи вычисления приведены

вычислении (некоторые харак- 
в табл. 3). имеется узкий интер-

Таблиаа 3

2 ’ 12

9 2 4 1 * 8 9 10 11 12

о 1.25 0.9270 0.9439 0.9533 0.9774 0.9882 0.9730 0.9623 0.9473
е* 1.5 0.9383 0.9679 0.9851 1.0315 1.0315 1.0195 0.99850.9718

2 0.9529 1.0000 1.0289 1.1149 1.106$ 1.0781 I 041Г 1.0000
4 0.9759 1.0525 1.1028 1.1238 1.1648 1.1061 1.0600’1.0167

64 0.9985 1.1049 1.1740 1.0929 0.“99б и. '304 0.8800 0.8470
128 0 9992 1.1055 1.1762 1.0354 0 9908 0.9194 0.8659 0.8283

II 1.25 0.9322 0.9408 0.9493 0.9885 0.9951) 0.9916 0.9788 0.9593
II 1.5 0.9427 0.9628 0.9785 1.0465 1.0541 1.0425 1.0173 0.9847

2 0.9564 0.9918 1.0179 1.1473 1.1472 1.10’98 1.0634 1.0142
04 4 0.9777 1.0382 1.0814 1.1495 1.1061 1.1470 1.0874 1.0343
О 16 0.9943 1.0745 1.1283 1.1596 1.0640 1.0031 0,9642 0.9427
,* 64 0.9985 1.0836 1.1390 1.0972 1.0034 0.9345 0.8850 0.8535

о:

О 1.25 0.9352 0.9605 0.972! 0 9917 0.9896 0.9827 0.9718 0.9578
II 1.5 0.9452 0.9819 1.0007 1.0365 1.0323 1.019ь 1.0008 0.9780
> 2 0.9582 1.0105 1.0398 1.0937 1.0791 1.0551 1.0271 0.9965
'Г 4 0.9785 1.0575 1.1059 1.1216 1.0711 1.0337 1.0063 и.9841
О 16 0.9946 1.0954 1.1602 1.0226 0.9493 0.8)05 0.8671 0.8555

64 0.9986 1.1051 1.1739 0.9827 0.8968 0.8379 0.7930 0.7644

вал изменения шачений параметров задачи, при котором напряжения за
тухают (в отличие от однородного тела, когда имеется концентрация на
пряжений при всех значениях параметров задачи). Затухание напряжений

возможно при > 1.25 и а ’ го есть когда клип с углом раствора 2$ 
1

н с заделанными краями около вершины нс имеет особенности напряжений 
Порядок особенности напряжений увеличивается с увеличением угла

а до некоторого предела ։<^х։ и уменьшается при а^>я։. Предель-
я 9 ,10

ныи угол Находится в интервале Изменение коэф

фициентов Пуассона почти не влияет на интервал малой апряженности и 
на значение предельного угла а (табл. 3).
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г Ա. Դ. ԱՎԵՏԻIIՅԱՆ

ԼԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ՎԱՐՔԻ ՀԵՏԱԶՈՏՈՒՄԸ ՐԱՎԱԴՐՅԱԼ ԱՈԱԶԴԱԿԱՆ 
ՍԵՊԻ ԿՈՇՏ ԱՄՐԱԿՑՎԱԾ ԳԱԳԱԹԻ ՇՐՋԱԿԱՅՔՈՒՄ

Ամփոփում

11.էէաձգսւկանութ յան տեսության Հարթ խնդրի տեղական լսւծամնհրքւ <>։/֊ 
նությամր Հետազոտվում է լարվածաչին վիճակը րաղազրյալ հարթ սեպի 
ամրակցված գագաթի շրջակա յրում: Խաղաղը յալ սեպը իրենից ներկայաց
նում Ւ, եզրերով իրար միացված երեր սեպերի մ ի ացո ւ թ յւււն t Եզրային սեպե
րի նյութերը միենույնն են ե բացված ըի անկյունները հավասարւ

Սիպի եզրագծի փակող մասի վրս> տրված I; արտաքին րեռնվածք։
Դիտարկվող խնդրի լուծումը բերվում է ւոըանսցենզենւո հավասարմ տն 

արմ ատն երի որոշման ր>
Հաշվումների արդյունքների վերլուծությունր ցույց Լ տալիս, որ լարվtu

ft ային վիճակի բնույթը միացման մ ակերեույթի դիտարկվող եզրերի շրջա
կայքում էապես կախված է միացվող նյութերի աււաձգա-դեֆորւքատիկ բնու
թագրիչներից ե միացման երկրաչափաթյունից։

AN INVESTIGATION OF STRESS BEHAVIOUR NEAR 
THE RIGIDLY FIXED TOP OF A COMPOSITE ELASTIC WEDGE

A. G. AVETIS I AN

S u in in ary

By means of a local solution of the plane problem in the theory 
of elasticity, the stressed state near the rigidly fixed lop of an elas
tic wedge, representing a combination of three wedges, joined by their 
lateral sides, is investigated. The materials of the lateral wedges are 
similar and the angles of opening are equal. On the closed part of the 
wedge contour an external load is given. The solution of the problem 
is reduced to the finding of a root of transcendental equations. The 
analysis of the calculation results shows that the pattern of the stres
sed state near the edge of the junction surface essentially depends on 
elastic deformative characteristics of the joined materials and on the 
geometry of joint.
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