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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ 
ՈՒ-ЬН- XXXIX..V Механик.

С И БОЯРЧЕНКО

ВЫПУЧИВАНИЕ неоднородной по толщине 
упругой плиты

В трехмерной постановке исследуется устойчивость упругой плиты с 
переменным по толцакне моду мм упругости при комбинированном нагру
жении.

I Рассмотрим плиту ил несжимаемого нсогухооского материала с мо
ду \с.м сдвига I». уь։шющим ит торной плиты к срединной поверхности 
л О по закону

р - }«ք exp ի I I x. ՚ — Л)] (» > 0. ’»о con si)

где — толщина плиты.
Докрнгнческог состояние представляет собой конечную аффинную де

формацию. одна главная ось которой совпадает с осыо хТорцы плиты л 
этом состоянии незагружены. При указанных условиях уравнения ней
трального равновесия в перемещениях в мст{ ике нсдеформированного тела 
имеют вид [ 1 ]:

~р - Լ՛ ՜ sgnXj ;յ ■ (Г W - pU 1 г

-r /յ2/;՜ձ՛ Հ| - 0, Հ-Ս '-w — о (1.1)

Злее», г - Л. — набла-оператор отсчетной конфигураций,

/\. (,1с — 1, 2, 3) — удпичныс векторы, направленные по । данным осям 

тензора 4/*; вектор иг /м связан с вектором добавочного нсреме-
—♦ —• -•

ЩСНня V соотношением я» о՛Д’, где А тензор поворота в до- 

критнчсском состоянии; р. как и вектор ш неизвестная функция 
координат, пояплсяис которой обусловлено несжимаемостью материала; 
и* положительно определенный квадратный корень из меры дефор
мации Коши докрнтнческого СОСТОЯНИЯ,

. . — 1 ֊ ։. Г
6'* -*,/։/։ : 6 '3 /?’։

Граничные условия при ։. : /•'. иыра.каинпиг отсутствие добавоч-
юй нагрузки, имеют вид:
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i3-^wrpU ՝4 ■’•։ ') = 0 (1.2)

Требуется отыскать соотношение между параметрами нагружения л, и 
л,, при котором краевая задача (1.1), (1.2) имеет нетрнриальные решения.

Пусть х* (А 1, 2, 3)— декартовы координаты в недеформнрован- 

ком состоянии тела, оси которых направлены по ортам Введем без
размерные координаты £* — xjh, В координатах система уравнений (1.1) 
относительно неизвестных ltr. и р при.меч вид:

V'Ui '1 dlP I ^sgn',3(O3w։ • >.J л2 dj«3) = 0

V2u2 4- )՝2՜ '^2p -1- i sgn "л ( d3u2 }- /.f ՛ / 2 — 0

v2«a 4- 'Mp 4- / sgn :3 (2</3wj — ip^p) = о

Aj 4՜ ^2-J<)2W2 4- — 0 (1-3)

где
, d -

dk - —; v =՛ dktk
dZk

^хЛ = 1п[и(Л)/и(0)] (1.4)

Вместо (1.2) будем иметь при £, = dz 1

t/jUj -г If ' г l^iw3 = В

д3иг + а?1 '-г ‘d..u3 = 0 (1.5)

2олпл 4 л։л2р ֊- О

Решение краевой задачи (1.3), (1.5) будем искать в виде 

ик /: (’j) exp (/(*'։ £s)| (k 1,2,3)

P = /»('՝з)ехр[7«։ 4֊ ^2)| (1.6)

Тогда относительно <|>уикций /ч (?■) (^ = i, 2. 3, 4) получим систему обык
новенных диф<реренциальпых уравнении

/1 4 i sgn C3/i — s/։ 4֊ M sgn :aAt՜ ՛ a2՜ ‘Д ! лхлГ’Д = 0

/2 4՜ f sgn Z3fz — s/; 4֊ /3/ sgn :3/ Г* a; 7, 4- ‘A == 0 (1.7)

/з 4- 2/ Sgn сз/з - s/3 4- -г ՛!։>2/ Sgn :3/.։ 0

za/։ l/j 4՜ J; 4՝ ‘ P zh ~

где .<։ = a։ 4- 0:.
Характеристическое уравнение системы ( 1.7) имеет следующие корни:
а) при С3>0

п\, 2 = — //2 ±) ^/4 5» 6'2 ± 1 ГА

nsZ,= -if'2±\ Г-Х
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б) при С3 <С О

т. з = //2 ±1 Р 4 — 5 . < — 1,2 4 I Т4- X

пТ.ь^/12±\ т-х

ГАС

Т =» /=/4 5 (1 -г *)/2, х = р'ТП х)*Ч - Р։։

д - (»’ : ?)֊* (1.8)

Обозначим рг.'шснвя и полуплоскости 4 0 через и£.Р', в по-
хуплоскостн ^<0 через м4 , р . Заметим, что п., ПЙ-1՛ ,։.7-։՜՜ 

п?’, (/= 1, 2). Положим п4 л, (к 1...........о). Будем предпола
гать, что средн пл ист одинаковых корней. Случай кратных корней 
будет рассмотрен ниже.

Решении системы (1.3) будут иметь вид:

. - ** ± в • .► «•
= |'։* ’ (Л1 е 4* А: е ’* ) ♦ «Ч У А- <• ]«•.”>* ”

/-՝>

ц.; .Г’ <31 «'"'■•+ Л։е "'•) + 8Ч У А, <■ ՛ ' 1 №’;'
г-з

— .72 Ад X П7 ‘X« и} п е е и
Г’з

р ~ ։^1Ч5г V .Д [л Де е‘"е‘ "' (1.9)

где

[л ] == (л;֊1֊ 2/п, — $) (л - /)-*л> ‘

: = :3$оп:3 (1.Ю)

Константы /4; (к 1..... 6) сиязаны ус сепиями неразрывности до
бавочных псремешений ։•՛.. и напряжений, действующих в срединной пло
скости плиты. Таким образом, при X, ~ 0

Щ — Щ , 111 = и ?, из = и?

^аП1 4- •! * '1 >г,։«։ — V ։0։из

<’а<О 4՜ ՝ '-3 ։о.и^ — 4 ’1 ։

2(^и^ 4֊/,/^7 2с/,и։ Ь*։'2р (1Л1)

Разобьем задачу на две независимых задачи, которые будем рассмат
ривать при £։ > О
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А) м։ ,, р — четные функции, —нечетная функция '3, то есть 

а1.2 1Н1.2 4՜ и], з( '’з)]/^

«з = К‘£з) — м3 (—'.ДО; р [р*Сз) р ( ՝з)]/2 (’42)

В) и1>2, р - нечетные функции, м3 — четная функция ~3, то есть

И] ? = |ц| 2(С3) И, ,( »э)]/2

“з = К (:з) т М3 ( ^з)1/2, Р 1/> С^-р (—С*)]/2 (1.13)

Задача (.А) описывает симметричные, а задача (В) — антисимметричные 
(тноснтсльно срединной плоскости, или изгибные. формы бифуркации 
ШВНОВеСИЯ плиты.

Используя (1.9). (1.11) — (1.13), получим решения задач (А) и (В), 
юторые здесь нс приводятся в силу их громоздкости.

Удовлетворяя граничным условиям (1.5) при и. ֊ 1. найдем для каж
дой из задач (А) и (В) уравнение для определения критического соотно
шения между л, и X..

В задаче (А)

У X С [А ;]схр (л( И п.) = 0 (1.14)
, -з /=« :

где

,֊•՛. (' п;։, п:.

Сцг, ~ П/, г,')> ^4и — ^5> ^'59 ~ ^4 ՛*•}

[Л /] (я; - М(я* -ь $) (я. + /) (п- аг) (я; ф- $) (я, - () :

В задаче (В) 
я 6

X X Япг ՝п/ехр(п, + п_.) =’° (•’•15)
г :։ ,՛ -г 1

где

А։ = М — (я^, 

^36 Ы—1«<]. 

^4» ֊ 1^з] - [П5|.

^35 = [Яц] [П6]

-[пе] —[я3]

М — Ы

[я,] определяются (1.10). 
Заметим, что, если

1 ^2<1-Н2/’$ ։-|-2/5'ш1 /24-я

то корни п. и ь.. п, и п будут комплексно-сопряженными, Нетрудно по- 
казлть, что уравнения (1.14). (1.15) при этом не изменятся и коэффи
циенты их останутся действительными.
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При i 0 уравнения (1.14) и (1.15) переходят, соответственно, в сле
дуют не уравнения:

(1 4֊ c)-‘cth Г sz = 4j3 2cth I s 

(1 1 г)'*1Ь к 8г -- 4л3՜ I 8

Положим у —4՜ п5 ^ /։» — Тогда левые части уравнении 
(1.14), (1.15) можно рассматривав как функции /,(/?>. /ц, у).

(,!:. у) от у. зависящие от п„ и, как от параметров. Непосредственно 
проверяется, что у = О двукратный корень уравнений (1.14), (1.15).

Пусть характеристическое уравнение системы ( 1.7) имеет кратные 
корни Л. п п. — :г (это единственно возможные кратные корни). Мож
но показать, что в этом случае уравнения для определения критического 
соотношения между л, и /,- в задачах (А) и (В) будут эквивалентны урав
нениям

֊ //)|7=з 0
tfy-

д2 
п.։, у) I - О 

°!Г
Представляст интерес исследование устойчивое՛։՛։։ сильно неоднород

но։։ плиты, то есть решение задачи при больших значениях параметра t. 
Рассматривая возможные случаи поведения функции z(!) при t — оо, по- 
лучим, что единственно возможным является представление в виде ряда 
по степеням s/ Для вычисления коэффициентов ряда была составлена 
алгольная программа, которая, в частности, дает для обеих задач (А) 
к (В)

2(0-1 4s/՜2 —12 s’/ ’֊ 88s:։/g 856?/՜" 4֊ ...

Значения переменной Z зависят и от отношения толщины плиты к 
длине волны, возникающей в горизонтальной плоскости при потере устой
чивое и, которое входит в уравнения (1.14), (1.15) посредством парамет
ра 8. Можно показать, что. если •? стремится к нулю при фиксированных 
параметрах I и h (что соответствует стремлению к бесконечности длины 
волны, возникающей в горизонтальной плоскости), то в задаче (А) 
2(s)~ s՜1, а п задаче (В)

2(5) l + 4Sr’(/s-2/4-2(։-e"))(l -е ') ' + o(s) (1.16) 

В случае однородной плиты (/ = 0) в задаче (В)

2 (s) = I֊!֊ 4s/3 4- о (s)

Если параметр л՜ стремится к бесконечности при фиксированных зна
чениях параметра •’ (то есть при стремлении к нулю длины волны), то ре
шения уравнении (1.14). ( 1.15) стремятся к решению уравнения (z 4- 1)- — 
— 4с՜'՞, отличному от единицы, откуда z 11.3565.
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Если неограниченно возрастает толщина плиты Л при фиксированных 
значениях параметра и и длине волны, возникающей в горизонтальной 
носкости. то решения уравнений (1.14). (1.15) приближаются к решению 
равнения

йп1—п3л5(г֊ 1)4 *(«’’ г2) ' ‘ А” (л3-{֊ п5) (г ■ 1) лз 4՜ Л5 г — О 

и которого определяется критическое соотношение между л, и и задаче 
стойчипости неоднородного полупространства.

Кория уравнений (1.14). (1.15) отыскивались численным методом. 
Результаты счета показали, что при конечных значениях параметра ? и

при малых или конечных значениях параметра к нзгибные формы бифур
кации ранновссия возникают раньше, чем симметричные. При стремлении 
X бесконечности параметров ! пли ч- решения уравнений (1.14), (1 15) 
(Симптотнчески совпадают

Линия, составленная из участков кривых, наиболее близко располо- 
кенных к началу координат в плоскости е.. (г. = I ЛА), отделяет
»власть устойчивости от области неустойчивости и называется погранич

ной. Оказывается. что пограничной является линия, составленная из кри
вой г (₽,) при р = 0 н 8; 8, и кривой е; (е.) при а — 0 и е. > 8„ По
граничные кривые расположены симметрично относительно прямой е, — 
==С2 = г. Точка пересечения пограничных кривых ։ прямой г;-г^ связана
с корнями уравнений ( I 14). (1.15) соотношением г 1 (с(х, 0) ' .

Зависимость г (л ) показана па фиг. 1 для значений параметра • ~ О 
к / = 1.

Фиг 1 1 рафик зависимости г (л). Цифрами 1, 2 обозначены решения задач (А) 
и (В) для однородной плиты, цифрами 3. 4 — для неоднородной плиты.

С ростом параметра ! точка » = = е как в задаче (А), гак и в эа-
отдаче (В), смещается к началу координат вдоль прямой 81-82, начиная

? ~ для однородной плиты (I ~ 0). Изменение положения пограничных
ривых в зависимости от значений параметра показано на фиг. 2 для нз- 
|»6ных форм бифуркации равновесия плиты. Как следует из полученных
гзультатов, неоднородность уменьшает жесткость плиты п целом по срав-
ению с однородной плитой.
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Сравним подученное строгое решение задачи устойчивости с резу>ь- 
гатамн прикладной теории выпучивания оболочек и пластин, основанной 
на гипотезах Кирхгофа [3]. В рамках этой теории анализ изгибных форм 
бифуркации равновесия сжатой плиты сводится к решению следующего 
уравнения для прогиба срединной

Фиг. 2. Зввкеимос.|. HOrpUHH'lllhIX ХрИ- 
пых пт ппрпметра / для изгпбных форм би
фуркации равновесия члнты. Кривая 1 со- 
отввтстпует значению f 0. 2 — ? = 1, 

3 - / 30.

-Г 'ч 1 '2 ') (\ f- Ч 1 >-2 ') X

X / } а~Т ~ / ֊ а~т / Н՜
*4 k Vx{ /

+ 0 (1.17)
О

Если уравнение (1.17) линеаризовать относительно начальных дефор
маций 8* = I — /•>.-. то в случае однородной плиты (и - const) придем к 
классическому уравнению Сеи-Венана |4].

4;3 — Д - 7՝-?«» - 0

где Т— тензор напряжений Коши.

Представляя ы в виде а՛ — woe" из (1.17) получим уравне
ние для определения критического соотношения между /։ и /а в при
нятых ранее обозначениях

(1 2)/'-՝(1 - е՜' ) 4֊ zs г — 2гЦл2 ֊ 1 -4֊

+ -2-(>ч'։= + V‘₽4) W-2/+ 2(1 -е~')) = 0 (1.18)
5 /

11рн Л( ~ /. подучим асимптотическую формулу

>.(s) = l---- ^ Sf"2(/2 2/-4-2(] ֊֊е-'))(1-е ') ‘4-0(5) (1.19)
•7

которая совпадает с формулой (1,16). если последнюю записать относи- 
\ -1/6тельно >• z .
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Пусть /։ #л2. Обозначим /2 —А>1։ где 7 произвольные
фиксированные величины. Тогда г--г0, где г0=(1 - к *г ) 
X ( 1 ֊1֊

Пусть /1 = >։о 4՜ п -I г ... . Приравнивая нулю члены порядка 
а” и а, из обоих уравнений (1.16) и (1.18) получим % к 2 го16, >1։-0.

Рассмотрим теперь члены порядка а:. Из уравнения (1.16) будем 
иметь

9
>»=-֊֊' ■’(։ е-')-'(/2-2/4-2(1 е-'))(1+т։)Чо (1-20)

о

Уравнение ( 1.18) даст значение

>« = —-1-Г'(I — е՜')֊'(Г-— 21 + 2(։ -7=)(<•'■»֊

+ >чо(1 1 : (г) ’) (1.21)

Из формул ( 1.20) и (1,21) следует, что как при (> = 0 (то есть у 0) 
и к 1. так и при а = 0 (то есть у - со) и Л < I. 'и^>'։2, следова- 
тельно,е* 2^> :к2, ю есть пограничная кривая, полученная ։ использова
нием гипотез Кирхгофа, лежит вынге истинной пограничной кривой, если 
Е| #= е.. Эти две кривые имеют единственную общую точку е. — ег. Таким 
образом, в случае равномерного сжатия тонкой плиты теория Кирхгофа 
дает результаты, близкие к истинным, при комбинированном нагружении 
эта теория дает завышенные результаты для низшей критической нагруз
ки даже в случае тонкой плиты. На фиг. 3 показаны истинная пограничная

Фиг 3. Цифрой 1 обозначена истинная 
погрннчп и кривс !, цифрой 2- хрип ;я, 

։1псчитаци.։н и» гипотезам Кирхгофа.

кривая и пограничная кривая, по
считанная по теории Кирхгофа для 
значении параметров ( 1, $ 0.01.

Если определять критические 
значения параметров нагружения 
численным методом непосредствен
но из формулы (1.18), то даже в 
случае равномерного сжатия тео
рия Кирхгофа дает завышенные 
результаты, погрешность которых 
увеличивается с ростом параметра 
з. Так, при £— 10 ՝ эта погреш
ность составляет около 0.001 %,_ 2 
при з—10 около 0.006%. при 
з ~ 10 1 около 0.8% по сравне
нию с точным решением задачи.

2. Приведем примеры конкретных задач, которые можно решить опи
санным выше методом.

Нетрудно показать, что, если

5 Известия АН Армянской ССР, Механика, № 2
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Uk * ■ Л (-з) схР (' (*Ч - У'ЧЛ. Р /< Q exр [/1ац + 3>2)]

- решения системы (1.3), то ик -֊tk (*я) exp[Z( ± ?ч21]

Р = /«(Сз) ехр|/(± ± ?'Р] (4* ~ 1,2,3)

I! любая нх мшенная комбинация тоже являет* к решением системы ՛ 5) 
В частности. решениями будут

н3 /։ l՝J sin а'։ cos &>а,

«д ֊ — / J -3) cos х!։ соя <2, 

а также

«I ~ /1 Ga) cos sin ;<2,

Mj -/a('a)sin <։sin3^,,

a- — Л Ga) cos «•» sin P-2

p ~ — /4 (՝3 > cos a'j cos 3C2 (2.1)

«в - A Ga) sin «'։cos

P = /1 (-3) sin <։ sin (2.2)

Рассмотрим прямоугольную плиту — Ь чс<. Ь.
Положим а т^и, Й = п*1Ь. Тогда решения (2.1) удовлетворяют на 
боковой поверхности плиты следующим граничным условиям:

1) в задаче (А)

:zt - О, Л\2 - 0 при 1, — и

и* - О, А*..։ 0 при '-3 ± b
Здесь

£р, =- RP ±
V-i

Л* — [»(?«• — pU 1 4֊ л| 'r'‘i‘U ՛) (2.3)

K՝r .4*. — Z7* (Л I St7)

Р радиус-вектор частицы и докритнческом состоянии, —тея.юр на
пряжений I (ноли, >| — малый параметр;
2) в задаче (В)

иг = 0, — 0 при '։ 4- а

щ --֊ О, А\3 — 0 при ;2 — Ь

Следовательно, решения (2.1) описывают выпучивание плиты со «сколь
зящей заделкой».

Решения (2.2) удовлетворяют на боковой поверхности плиты следую
щим граничным условиям в задаче (В):

п5 = 0, щ — О, ЛА, = О при ~ и

=0, н3 — 0. Л/։г = 0 при Ь

где
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м.= 1 (7,-к^л, 

■ 1
Таким образом, решения (2.2) описывают нагибные формы бифуркации 
равновесия шарнирно опертой плиты.

Если = л. = л, то задача инвариантна относительно любого пово
рота координатных осев вокруг осн О£3. Кроме того, решение зависит от 
параметров а, р только посредством комбинации у r I а2Ч |'<2. Из ска- 

Вмшного следует, в частности, что критическому значению X спотвстс г1՝՛. ■. 
континуум решений

Р ~ /<(ч)в*Р<пЦ)

где j = м»соя* ч sin ?, а ю—любое действит-.-льное число. Обозна
чим Cr=rcos'|») '2 г sin ' и возьмем такую линейную комбинацию 
указанных решений:

I сP = —fd^\ exp [r.rsin О— *)]</'■? = у4(.я) /о(*г) (2-4)
•J. -3s

Здесь использовано известное [2] интегральное представление бесселевой 
функции. Линейная комбинация (2.4) дает осесимметричные решения.

Рассмотрим задачу об осесимметричной бифуркации равновесия круг
лом плиты радиуса и из неогуковского материала, сжатой по боковой по
верхности равномерным давлением.

Пусть г. О, С3 —цилиндрические координаты недеформиров'анной 

плиты; ar, e։j, ?3 — соответствующие им базисные векторы. 
— ••

Дли осесимметричных форм бифуркации = гл» • О Используя 
(2.4) и уравнения нейтрального равновесия в цилиндрических координа
тах [11. получим

11 \ ~ /1 (’з) .Л (’i'r)

«з = /з (Ч) Уо (".

Если выбрать 7 так, чтобы ~ (f, то на боковой поверхности
г— а их = 0. Пусть 7, а нули функции /, (та). Положим 7 — 7„. Тогда 
для каждого номера п будем иметь решение

,г\а = Апби) -А (Ь/

азп= Лл tao У°

рп =AJ;j)yo(iz)

Решения (2.5) удовлетворяют на боковой поверхности плиты следую
щим краевым условиям:
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1) в задаче (А)

ц..г - 0, М-ч — О при г = а

2) я задаче (В)

и.п 0. = О при г а
где

/?г3г=Д./3, ЛЛз 7 М-Л

I ։
Rr — | е. -K*d'it М, = f е, -K^d’̂  ■

Л определяется (2.3). где

д - . 1 д - d - .
v = — е, 4-------— 4֊ — .'3, = Лс = л

dr г (ft с/,э

и՛ - и։?,+ ма,'а; U ' — t erer • r73/3

Решения (2.5) описывают осесимметричную бифуркацию равновесия 
круглой плиты со скользящей заделкой» по боковой поверхности. При .ма
лой голщяне пли гы такие краевые условия соответствуют жестко защем
ленной пластинке.

.Автор благодарит Л. М. Зубова за постановку задачи п внимание 
к работе.
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BUCKLING OF AN ELASTIC PLATE NON-HOMOGENEOUS 
IN THICKNESS

S. I. BOYAR(

Summary

The stability of an elastic plate with a modulus of elasticity vari
able in thickness under combined loading is investigated in three-di
mensional representation.
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