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КРУЧЕНИЕ КРИВОЙ РАЗНОСТЕННОЙ ТРУБЫ 
ПРИ НЕЛИНЕЙНОЙ ПОЛЗУЧЕСТИ

I Рассматривается задача о кручении круговой разностеннои грубы, ма­
териал которой обладает свойством нелинейной наследственной ползучс- 
ст |1|.

Пусть полый стержень с круговой осью и постоянным поперечным се­
чением находится под воздействием перерезывающих сил Р и крутящих 
моментов /V? (R — радиус оси стержня), приложенных на ториевых сече- 
ш։лх (фиг. 1)

Решение такой задачи для упрочняющегося материала приведено в ра­
ботах [2, 3]. Задача о кручении тонкостенных призмагичсских стержней 
С учетом нелинейной ползучести исследована в [4].

§ I. Основные уравнения задачи. 1 1ринимаем, что для материала 
мзджня справедливы соотношения нелинейно-наследственной теории пол­
зучести 11. X Арутюняна | I ]

2б\Ля,-( $.,№> /<(/.:)</: (1.1)

*1
где С - Е.З, а Е принимается постоянным, $.. \ '6. с, -символ
Кронекера, з—среднее давление, /1^) некоторая функция, характе­
ризующая нелинейную зависимость между напряжениями и деформаци­
ями ползучести для данного материала, -0 — интенсивность касатель­

ных напряжений, &'(/,֊) ֊ Зи С (Л՜) — мера ползучести п| и
<7Х

одноосном напряженном состоянии.
Воспользуемся тороидальными кс ординатами л 3, х — у со.$ ՛;, 

у = 1, г = Н мп н, где у = а §Ь а 1’сЬ я — соя 3)՜ , Н — и X
Х(сЬа —созр)՜ *• здесь 0 ■> з и < 3 <0; <С 2՜ (фиг. 2).

Для компонентов деформации будем иметь 15]
1'2»..^ —/—V-—/֊՛-'). 21 = — /1/

($ \ Н) дл \ Н ) ' у \ Н / Л/ \ [. / I,

1 ժս, 1 / ду ау=,֊ -- --------- ։--------- ( - ---- и, 4- -----
Р д ; Ну \ о)

(Е2)
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Положим, что все компоненты напряжения, за исключением ;.>т и 
в любой .момент времени / равны нулю, тогда из уравнений равновесия 
остается [5]

— (Нр%) + — (Нр’^) .= О
С/а др

(1.3)

а из Остальных следует, что напряженное состояние стержня не зависит от 
у, следовательно, тензор деформации также не зависит от у Перемещения 
из (1.2) представим в виде

учитывая указанное обстоятельство, по-Подставляя (1.4) в (1.2) и 
лучим

*“ н от -Г н- д& "8в|<..э/
а относительно Гл> А'р приходим к системе трех дифференциальных 
уравнений, решением которой будет

/■;=(о։-• ад ֊^ + (й֊ ад Х зг < 1 -6)
Н дь Н 01 (в, а»

где 2?0, £)1։ 2) — произвольные функции от /.
Исключая из (1-4) ит и используя (1.6), получаем уравнение 

совместности деформаций
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। Полагая в (1.5) равными нулю вес компоненты деформации, кроме 
и получаем систему относительно н,и, и решением которой 

будет

/V. ф Л'« (/г
МаО --- ------------------------------------—---------

Н с/л Н
(1.8)

ДГ /1 . П £7

М= — (г
4 2 2

., ՛՛ ... . С. / •М- ~ ֊ — ■ [•- - *՜) + ֊ • ֊

|адесь А. В,. С„ £| — произвольные функции от I
'.После подстановки (1.6) и (1.8) в (1.4) получаем выражения для пе­

ремещений На, и;<, и7.
Вводя функцию напряжений

1 _ 1 аФ
®’’ Н? ей ’ ~ Л/ л

от (1.1) н (1.7) приходим к основному уравнению задачи

Таким образом, задача приводится к определению функций Ф (а, |>,/) 
из нелинейного интегро-дифференциального уравнения (1.10) при гранич­
ных условиях

ф(%. М) о, Ф(*։, () = ьи} (1.12)

где £ (/)՛—неизвестная функции /, а а 70. 7 а։ соответствуют линиям 
внешнего и внутреннего контура (фиг. 2).

Крутящий момент выражается формулой

М = 1 )[ь-
"и

(1.13)

47



где
- </; </г

Переходя от а.։, -«т к зРТ, и подставляя в (1.131. после применения 
формулы I рина-Остроградского получим

м- ֊ ффг/ (— ) - лф-? л + 2/?

Принимая Ч> ֊ 0 на внешнем контуре, для двухсвязной области по­
лучим

Л/ = ЛФ, (() ф | 2Л ( | (1.14)

Г1

где ‘1’1 (/) значение Ф на контуре Г,.

§ 2. Обобщение теоремы Бредта. Пусть Г>, замкнутая кривая, 
целиком лежащая в поперечном сечении скручиваемого стержня. Об­
ласть, ограниченную контуром Г4։, обозначим через (фиг. 2). Инте­
грируя обе части уравнения (1.10) в области и переходя к кон­
турному интегралу, получим

[4 Гт՜ “ К{>։Н * = V [4 <2Л)и г I бп 3 дп I 2 3 
г. -։ г.

где п направление внешней нормали к контуру Г*, а $ - дуга 
этого контура. Формула (2.1) представляет собой обобщение теоремы 
Бредта о циркуляции деформации сдвигов при кручении стержня с 
кривой осью при произвольном законе нелинейной связи между де­
формациями ползучести и напряжениями.

$ 3. Решение илтегро-дифферен^иалъного уравнения (1.10). Положим, 
что

№) = ] ч-м-5 (3.1)

где л—физический параметр, характеризующий нелинейный закон пол­
зучести. Решение уравнения (1.10) ищем в виде ряда

ф(2, Р, /) = ?АЯФВ(«, 3, о (3.2)
Л=О

где Фо соответствует случаю линейно-упругого материала. Подставляя 
(3.2) в (1.10) и (1.11), приходим к системе рекуррентных дифференциаль­
ных уравнений

<РФ- #ФЛ 3 Ор дФ„ 3 др оФ„ _———• ֊ ֊ — / “/ X \ к /. у
с/«2 <?3։ р (Уа да. р <)8

(п = 0, 1, 2,...)
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(3.4)

1 ?,{?» ?, t) при n 1 определяются соотношениями

F. (°. ?» 0= У ^/V(r, '.) (...։ ։ 4 qrad Ф; «|Г.»<1 "՛„ , .)</'. (3.5)

f W

N{1. -)=Л'(/. •) • А’(/, -}d\ (3.6)

||||i||||||^ A
՛% - rf \’ cjr.td‘l>4 rjrad ։l\ . (3.7)

I "(J

L i АЗ/, *) резольвента ядра А'(/. •). Если

С(С -.) = ?(Н| 1 | (3.8)

го

pl'.-) Ч, ֊С (•)- | ',"(•) <՝(-) -Се '։>’</х (3.9)

JS& -
где 
|||||||?՛ г

<.(') = 7о [(l-3G?(t)]rf:

причем, согласно [1] ® (•) =« Св +-4։-՜ \ где Со, .4Х и 70 — некоторые 
йостишные, характеризующие свойство ползучести материала.

Вводя новую функцию Ч’„ (я, В, /) при помощи подстановки

Фл (<։. р, /) — (ch а — cos ?) '2 sir 2՝Г„ (а, р, Г)

не (3.3) получим уравнение с разделяющимися переменными

-3?-+-3r+eth
/7:(ch a — cos/)1' . 

sh’a

4 
sh11

(3.10)

Иэ (1.12) получим Чгя(аф, /, /) = 0 на внешней окружности, а на вну­
тренней ’1 „(“։•?,/) 6n(cha։ cos £)33 sh ' з։, где 6с ֊= b ((•), /)}=6;՛ 
=... = 0.

4 И*псс7ии АП Армянской ССР. Механмхд. № 2
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Введем функцию

zr («, 3) р: (ch а) <?:՛ (ch з) - р: (ch з? q:՝ <сь я)
где Л”‘(х) и <2^՞ (х) — присоединенные сферические функции соответ­
ственно первого и второго рода лп-го порядка п-го индекса.

Решая уравнения (3.10), удовлетворяющие указанным выше усло­
виям и переходя к Фп (а, г. /), получим

«М«. М) = — ---------------, sh4 ,)W 1՝ (eh ». - cos L (a. ?: >) d, ■
2”slra, (ch a cos?) J

- . . *** f ч- 0 (eh; ֊ cos r.>* Г <«. ,) rf!2 (3.11)
2n (chec — cos ?> 

где

/.(=■>: <.t - + 2y 7՝ C1>S,,H 0
Z-lft (Ъ), ’1) n—Ip (Tq> 3|)

а Г (a, 8; ?,) — (функция I рина для дайной задачи. причем
Г(«э г: J г) при с < а, где

Г? г '1 • \ 1 о 72 х X- , ?(®J. ■*)?; ч .) = -/-« О.’о) zJw(։;i,i) +

+ 2 V ----- 2"-»f((- 'фр *>----- cosn (8- .)
A(n։- 9/4)(лг - 1/4) Z;. v?(®0, «,)

” Г (?, 3; 7,) _ Вvj а., 3) при г ф. :

§ 4. Ofipc.vc.JCHHc функции Ь(1). Для определения функции 0(0 вос­
пользуемся обобщенной теоремой Брсдта (2.1). которая в данном случае 
принимает следующий вид:

(и)) '? I J Ui I ash-а,
г*

Если в общем решении (3.2) ограничиться первыми двумя приближе­
ниями, то из (3.11) получим

Ф (*, ?. /) tn.f> ' I • пт?о(О ՛ I'Ч/, -:| |rj։/p (■:) —

-Г пг1>-{-} ?о - п,4(-) 1-1 -Г О'. ?) (4.2)

где
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тх=т1 (в, р) о՜՜)7 '7?~------ ' (сЬ а’ “ СО571) Л (3’ -3; Г/)
2к51га։(сЬ5. — созр)

т։ = т։ («, р) = - 5** *——55 | (сЬ ։ — соя с)՛ ' Г (а, р;
2՜ (сЬ о. с<>.$р) ’

7])

а ?/։ - «Да, р) определяются через т։, тг.
Пользуясь методом решения, изложенным выше и ограничиваясь 

только первыми двумя приближениями />(/) и <| ,(/), получим

6(0 = МО + 'МО ^О(М), Фв(/) ?00(/) г-'.?о։(О -Ор2)

Подставляя (4.2) в (1.14). (4.1) и пользуясь (4.3), получим

ДО = ДО + -)</-. 2(0+ ГI 7. >. х) А'('. л-) йх

. л(/, о^ + А-,'- «,(/) 1 я.южо -■)<>- О('=)

где

/(/) - ЫМЛО 4-'А(/)]

А (0 ֊ ^(/։?)(Мв I- МЙч»О *Д«00 ! к^>) д'.

«. (0 = (Л(/, О К(ОЛ -I о^ ( Л’О. х) Г(х)</х »

+ (^Ао • А-в6о«(п +֊ А'10/?0--?оо 4- ^птм) (Л ')

1 (/) = кугЬч | /:։з6о©оо НА’14бофоо + Аги'Тоо 

^(0։ ?оо(0 определяются из системы
г <

(0 (') А (/, :)</■: = А'։в Фоо • Юи (*) Л (.', ■) с/'

‘?оо(О = ^(О4-Мо(/)

а коэффициенты — постоянные и определяются через
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§ 5. Я«,։,давание сходимости ряда (3.2). Для доказательства суще­
ствования решения надо показать, что ряд (3.2). ; де коэффициенты 
Ф (и. |3. г) определяются из рекуррентных формул (3.11), сходится абсо­
лютно и равномерно. Для этой цели оценим Фо (a, ft, /) з зависимости 
от '2. Зададимся фиксированным промежутком изменения времени 
Т, / и положим

max | К (/, *) | — A՜-, max , R (t, 7՜) | Ry, 't ', ( ■. Г

Тогда и՜։ (3.6) следует, что

|/V(/. -)|<^т(1 4-/е7Т)-Л'г (5.1)

Вводя норму

„V. . V. , |%(Л)-Л(Я)|HI max ' Х| -f- sup----------- —---------
\АН I

где /1. В — произвольные точки внутри поперечного сечения стержня. 
О ■ б -< 1. при помощи априорных оценок Ша у дера [6։, которые в дан­
ном случае пишутся в виде

ll/^M^irJ (5.2)

где с* некоторая постоянная, зависящая от формы области, получаем 
рекуррентную систему неравенств. Из (3.4), (3.5). (3.7). в силу (5.1) и 
(5.2) получим

;ф-к*£ hxi7n.j> 
A-о

где
v = 2Д'Г 7’;лс:(1 | 6j«c>)

I1 — max |j«-’i. j — ^(Н՜՝-,-4) ■ |Н V', |
с*. | <h I ал I

г. = У •

Рассмотрим ряд с общим членом ' ՝ 'п . Методом индук­
ции можно показать, что ' ?„ |]-^ j?0 | п ". Следовательно, ряд 
00
У ''1 Л-, ” ряд (3.2) сходятся абсолютно и равномерно с радиусом 

n-U
сходимости X — = (364 ՝> J ?0||:) *.

$ 6. Случай тонкостенной грубы. Рассмотрим тонкое генный разностен­
ный стержень, сечение которого ограничено двумя неконцентрическими 
окружностями а а., и а = а. (фиг. 3). Ввиду топкостенности стержня 
положим, что касательные напряжения по всей толщине стенки профиля 
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постоянны и направлены параллельно его средней линии. Отнесем сечение 
стержня к координатной системе ($, п). где л'-коорлината. отсчитывае­
мая вдоль средней линии профиля Гй от некоторой ее точки, а «-координа­
та, отсчитываемая по нормали к ней. 
Гй определяется через а а0> а систему 
(», п) можно заменить системой (3, а).

Ввиду тонкостснности стержня, как 
обычно. Ф принимаем линейной функ- 
цией от координаты. Полагая на внеш- 
вем контуре Ф - 0, а на внутреннем 
Ф։(0, найдем (2Л($) толщина стенки 
стержня)

ф . Ш 
2 A (s)

(6.1)

Пренебрегая двойным интегралом в (1.14), получим

Л/ \/) -- 2я ch з0 sh J 3|>Ф։ (О (6.2)

Пользуясь обобщенной формулой Бредта (2.1) и соотношениями (6.1) и 
(6.2), определяем

0(0 (6.3)
2--G ch or0.) рэл I J J

Здесь

=։(Z) - =. (0 = sh> vWGXanch^.v.)-1

л Л(3) -= H{\> 3) (з2 a.)

Принимая M(0 — M const и пользуясь (3.1) и (3.8), получим

J(2ch4 3) Зв(с,- A\[։_c֊t.(-.>]x
2~a2G (x> — -j) I \ /

Х|(2с1>4 I 3) : >.( --------)%* I (6.4)
\ 2п(/сЬ 20 (а- 3А) / |

где

* а 14 . ох ։л , 189 . . . 105 ,. , 315с* - 2с1? з0 4 36 сЬ” а0 4- —— сЬ‘ я0 4---— сЬ‘ % * ——
2 2 64

Рассмотрим задачу релаксации напряжений. В начальный момент 
стержню сообщим крутку которая определяется формулой

Г)^) _5Ь"3о(2сЬ2«о4 3)М(т։)|2тО-26'(»с- ах)]՜1 (6.5)
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Пользуясь обобщенном формулой Бредта (2.1). а также соотношениями 
(6.1). (6.2), (6.5) и принимая /(Ол) = 1 | Ха„ получим

‘МО- С ф։(֊»Ш -)</-- Сф?(-л/С(/, (6.6)

где

Н1бсЬ4 *- 120сЬЧ-֊90сЬЧ-1- Э) 
8-а° зЬг я0 сЬ 20 (2 сЬ2 а0 — 3) (а2 - з,)

6'£>(т1)(о.а а^аМюр 
сЬ«0(2сЬгй0 I 3)

Ограничиваясь первыми двумя приближениями, получим выражения
крутящего момента

МЩ но{(, н) ->֊1 ъ) - (М(-։ ч)*(Л ')^ | 4֊ 0(>;) (Ь.7)

где

Но(1, ч) = 1 Зб\0? (',)

г

Н,(/. •,)
ч

г = 7о(1 ~ ЗСС’О), р = ЗС/1։-,|}, /։ - л»Л/(т։) $Ь3 л0 (2^сЬ %) ■

Аналогичным образом, ограничиваясь в общем решении (3.2) н< рнг- 
ми гремя приближениями, получим

I՛//,Л (*,֊.) Л
Мч) I

-! 2^ | н2 Т0+ |н2(х, X,) /?(/,֊.) «Л | 4- О № (6.8)

где

х> '։) X' (-, *) с/х К (!, -) <7՞

а R (/, ч) определяется из (3.9).
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Для старого материала можно положить /1, = 0. Тогда из уравнения 
(6.6) получим замкнутое решение

ЛЛО (# —~Х1)хге г,,/՜ ' 9
М(ч) “О?

где = ЗССО7О>.Ш, а х։ и хй корни уравнения

>֊2хг -7о(1 4 36С0)х ^0=О

Аналогичным образом, если принять (3.1), то решение получается в 
квадратурах

|п Ф1 <0 — -г :*? -г Р1 ! с2
Г фПо+ЛМОН Д1 + <։

___ . г 2Г~4ГТзР"[Ф1(0-^] Т
|/4р։тЗ'։ а14 и 4р։ + 3г ^(О-гШ'^ + Ч

-^.и.Зг'Г^е֊ ч) (6.10)

где

р. = а" (1 г 36С0) зЬ4 Ма2 ’։)* (2 сЬга<> 4֊ 3) (ЗСС^с*)՜1 

4 = а*О{\) (у2 — «1)а5Рв0 (ЗсЬ%€’<>><•*)

А* = — 3(7С’0'1г^* К3»— л։)՜ ?о(2с1га0 3)]՜’

На ЭВМ „ЕС—102'2“ при значении параметров сЬ&0 = 3, а — 
Е=б| 8 см, «г —«1 ГУ 8, 7о - 0.026 1/деяъ, 30 = 2*10’ кг/елг, 

Со = О.9-1О՜՜ см*{к1, А, ~ 4.82-10 с.н'.кг день дано решение задачи 
ползучест։։ и о релаксации, крутящего момента тонкостенного стержня. 
Вычисления показывают, что значения крутящих моментов, получен­
ные при помощи формул (6.7) и (6.8), отличаются на 10 , следова­
тельно, в общем решении (3.2) уравнения (6.6) можно ограничиться 
первыми двумя приближениями. Кроме того, вычисления показывают, 
что значения крутящих моментов, полученные при помощи формул 
(6.9) н (6.10), почти совпадают со значениями, полученным»։ при по­
мощи формулы (6.7) при больших значениях ц.

На фиг. 4 показано изменение крутящего момента во времени е за- 
ьнсн.мости от возраста материала т, и продолжительности действия нагруз­
ки /—т,. На фиг. 5 и 6 показано изменение деформации ползучести при 
различных значениях т, и л.
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За постановку задачи и постоянное внимание выражаю благодарность 
моему научному руководителю проф. М. А. Задояну.
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Ֆ Մ. Փ111.ԱԴՏ11Ն
ԿՈՐ ՏԱՐԱՊԱՏ ԽՈ’1.(1ՎԱ>։1՛ (11.(1Ր(1ԻՄ(!ՈՉ-ԴԾԱ31«Ն ՍՈ։Լ4?Խ ԴԵՊՔՈՎՍ*

II. ։ք փ ո փ ււ ւ մ
Ուսում նասիրվում /; ւոարապատ կոր խողովակի ոլորումը ոչ-գծային 

մ աոանէլական սողքի հաշվառում ով։ Օգտագործելով սարական կոորդինատ­
ները, կի սա դարձա յին մեթոդով խնդիրը բերվում Հ ոշ-դծային ինաեդրո-դի- 
ֆերենցիալ հավասարման' լարումների ֆունկցիայի նկատմամրւ Ալդ հավա­
սարման լուծումը փնտրվում Լ աէւտիճանս>լին շարքի տեսքով, 1ւ ասլարուց- 
վ"ւմ կ այդ շարքի զուդամիտու[}յունրէ

Լուծված են սողքի և ռերսրսացիայի իւնդիրնևրը բարակապատ կոր խո­
ղովակի համար, և այդ դեպքերի համար կառուցված են ւ/րաֆիկներ թվային 
օրինակների հիման վրա։
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THE TORSION OF A CURVILINEAR PIPE WITH DIFFERENT 
WALL THICKNESS UNDER NON-LINEAR CREEP

F. M. POLADIAN .

S u ni m a r у

The torsion of a curvilinear pipe of different wall thickness with 
non-linear hereditary creep is investigated. By using the toroidal coor­
dinates and the semi-reverse method the problem is reduced to the non­
linear integro-differential equation with respect to the stress function.

The solution of this problem is sought in the form of a power se­
ries and the series convergence is shown. For a thin-walled curvilinear 
pipe the problem of creep and relaxation is solved and for these cases 
graphs are plotted on the basis of numerical examples.
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