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КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
для анизотропной полуплоскости, ослабленной 

КРИВОЛИ11ЕЙНЫМ РАЗРЕЗОМ

1. Постановка задачи. Пусть свободная (защемленная) писал ройная 
полуплоскость, ослабленная криволинейным разрезом £. ж.ходится под 
действием усилий, распределенных вдоль двух параллельных отрезков 
А, и (фиг. 1).

I Будем предполагать, что Д — простая разомкну шя дуг.՝. Ляпунова 
[9] с концами а и Ь, не имеющая общих точек с границей полуплоскости 
Внешние УСИЛИЯ, действующие п полуплоскости, будим учитывать потеи- 
цналами ФюС2’.) и Ф«(21): берега разреза I- считаем свободными ст на­
грузок.

Допустим, что на части /, разреза А происходит раскрытие, а на участ­
ке 1, — смыкание берегов. 1 !рн этом I, и /. заранее не заданы.

Требуется описать иоле напряжений в окрестности трещины и опре­
делить участок контакта

। Рассмотрим сначала краевую задачу в предположении, что участки 
к /. известны. Участок /, является зоной раскрытии, поэтих-.у граничные 

условия на нем можно записать в виде

/V1 =ДГ = 0. 7” ---- Г -0 (1-1)

Здесь Л7 и Г՜ соответственно нормальное и касательное усилия 
։1л£. верхний знак относится к левому, нижний — к правому берегам раз- 
ре..: при движении от начала разреза (точка о) к концу (точка •>).
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Краевые условия на < при отсутствии сил трения определяются из 
условий контакта

;V — N~, 7'՜ ֊ 7* 0. а. = ■= 0, п, — и cos if v sin J (1.2}

Здесь и , и соответствующие компоненты вектора смещении. 
V — угол между положительным направлением нормали к левому берегу 
п точке i и осью Ох.

( <>гла։н<| [ 10], напряжения и смещения 8 анизотропной пластинке вы­
ражаются чгргл .ищлитнчсскнс функции Ф,(*,) и Ф (*.) п виде

3. = 2Re |и?Ф|:г։) f Г‘’Ф3(г։)

^-2Ке{Ф։(х։) г Ф3(.’а)}

2Rc }чФ։(г։) •

t/ = 2Rcls։b(.-|) I ЧгИМ (1.3)
o = 2Rr \qx--։ (x։) </։-s(-j)

*■ - u։; a^p.. q, - Оц? 1----- — a3„
ii,

Ф.(х )-֊r.»x.), -x ^.y, •- 1. 2

Здесь p„ it, — характеристические числа.
Можно показать, что комплексные потенциалы *!*, Ф; ■(*:.) для

анизотропной полуплоскости, находящейся под действием сосредоточенной 

силы P (Pcos u-, Psîn к՛), приложенной а точке հ0, представляются сле­
дующим образом:

— ■ — '0 Z,

-•֊«—Rez0 -I». 1;пх0. »=1.2 (1.4)

Здесь константы . з случае жесткого защемления имеют вил

, _ Л1<7? ~ <У1Г? Ր-՛i- - р-Од
՛“ Р:Ъ РЛ:’ 'К PtQ»— Pj <7։

-, Pi<h—РхЧх , P» 7: Р2У1
131 P։<h~ Р1Ч: ' PaVi Pi 9a

a h случае свободного края определяются формулами

Ն։ ֊քճււճ. Ն; - Ճւ_ճ, Тл - b_JÏ, 
lh-ь 14 b Fl 54 ,։»— 14

1!о(тоянные A (v 1. 2) выражаются через /' и ы при помощи системы 
четырех линейных алгебраических уравнении (дна условия однозначно։ ni 
смещении и два статических условия)
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Функции Ф|(<|) и <1*2(22), определяющие напряжения в полуплоскости 
г разрезом, представим, используя (1. 4), в виде

ф.м - -
. I.

_ .In f Р(0<#1 _ jb Г<7_(0
2к/ J /j — z։ '2-j J /2 — z.L» Lt

Ф2(хг) Фао(*г) —- I ~~~ di..
2՜/,] f..-z-

i.

lai Г P(O^i Г <7(0</-z2
*2~i ,) T z” '՜՜7 v Г. ~ z՝ 

L M L -

Jm^v*>0, L = Re Z 4-j£.Im/, t £- y—1,2 (1.5)

Функции Ф1О1)- Ф10 (z։), Ф2(*«) — Фэд (*-»), определяемые равен­
ствами (1.5), автоматически обеспечивают выполнение условий « 
= и = 0на границе полуплоскости в случае жесткого защемления и 
'r = --«t, — 0 в случае свободного края.

2. Основная система уравнении. Краевым условиям на берегах разре­
за (1 I). (1.2), учитывая соотношения (1.3), можно придать вид

а ('?) Фг (G) +֊ 6(?) Ф։ (4) ФИМ -0, / е /։

Re {Ф1Ч’(^)((1 ~ Н) sin 2— 2р1со$2<| 4֊

-г Ф/ (4) [(1 ~Р?) sin 2'1* — 2’Л cos 2 -] = О

Re {(sxcos: -р gx sin :) [*/ (/x) — ?p(/։)] - 

+ («2cos? 4- <7?sin :)[?2 (/a) ?;(/*)]} = 0

а(?)[ФГ(4)֊ ФГ(/х)]+^('?)[Фг(4) -ФГ(/,’.|- 

4-[Ф;Л4) Ф2"('е)]- 0,/ е /2

a (i) - а,.5111), 
а2 (՛:) “s<?)

°i( r) !h c°s ՛•> — sin л ( г) jucos : sin -

Верхний знак относится к левому, нижний — к правому берегам раз­
реза. Заметив, что разность первого и второго предельных равенств (2.1) 
представляет собой пятое равенство, получим, после подстановки прсдель- 
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пых значений функций ( 1.5). снизь между искомыми функциями /.’(/) и 
</(/), именно

?'./) «(М0֊6(*Ш Г £ /։ и /3 = Д (2.2)

Получим теперь представления комплексных потенциалов Ф,.|(г ) 
(т — I, 2). определяющих напряжения в анизотропной полуплоскости, на­
ходящемся под действием усилии, распределенных вдоль отрезков в /...

Обозначив концы отрезков 4. и 4 через Л. и гл. < соответственно, 
положим

zt, Res,- f-jAtlmz,, Тс — 1,2 7 1,4

1 огда уравнения отрезков 4, можно записать в виде
4t, (и) — 0.5 | (zt, 2/ -л. ?/֊|)г 2г — гд, з,- ।']

k 1,2, i ֊- 1,2, —1 ; ? < 1

Пусть вдоль 4, действует распределенная нагрузка /Л(П). определяе­
мая формулой

Q _ о
Р\ (?) ֊ '.° , fo -= const, 1</0<1

1 ■ гт>
Предположим, что Вдоль действ}ег распределенная нагрузка

Яа(н) — /М/)- Для нахождения Ф. (<П, ■* -1,2 проннтёгрйрусм вы­
ражения

st-if л;...
1-1 1st — tk, (р)

k 1.2 (2.3)

по fJ в пределах от — 1 до -г I. Получим

4>w(z.J — fki (?0) ] 1п St-МП
-•»-/нН)

Ь,.4, 
Я7

Здесь .4, (7: - 1, 2) 
гсбраических уравнений 
формулами

4-'</о)| In k 1,2
-с- ( —1 ч

определяются из системы четырех линейных .։л- 
|Ю]. л՜, —длина отрезка L,. МА определяются

Mi,. = 0.5 (zi-2 — Zki ) — 0.5 (^:j — 2Л4 )f 4 — 1, 2

I аким образом, предельные значения функций ( 1.5) имеют вид

(Go) Фш (G.) ± --p(G) + -֊г 1’^2^- - 
2 2-г J /։ - /г,

_ bi Г Mdtj _ 21? /
2.~i J /j /Jt, 2՜/ J ,՛„ !л,}

L L
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2, 2 •՝! 7 I • 1 •>
/.

_ 1«_ I Р^д{\ ‘‘п С чС^֊:

՝~՜' ՝1 ^10 */ Л
(2.5)

где Ф»о;(Ль) (у = 1,2) определяются формулами (2.1).

Используя равенства (2.2) и (2.5), приведем краевые условия (2 I) к 
системе сингулярных интегральных уравнений

| кЖа-Ф1 С 0-, «,/,.)
И в з л—.՛X £

Г

йе.1-6”1՛0՛ М-;,) (■_<?<£> - лг-(А0
ГТ *' Л '■-•-'։» ՛ с

I.

К Ь Л
Ке| «(4>)р(Л) + [ [ = 0. /„ Л

£

Здесь

Аь (Фо) = — 2 ((*• СОЗ % — 9*111 >0) (|Г кт >0 !- СО:> %)

Ьъ (%) — (р. соз % - .<т ]>0):; V = 1, 2

а (Фо) = (1*1 — !12) (14 ~ !4) (сов-0 : «х !Йп :0) (!ЧСов-0 — ь;г. у0)

( 2к<сн','о) =֊ - •ь—£■ -֊-
Л Ло 115 ~ *1э Л ^Й)

----------- ---- ------- _
, !‘1 — Р" ОА-2 (?0՝ —---------- Ь{'\ - Ь( го) »ЦС-Ол -> — я5п '-
’ .7 7 Г "ю ( 2а) -И-2 —1*2 Л “ Ло Л — /-Д) !4 СОЗ •■> - 5)П /

(2.6)

!$&.(%)£ (-1?-֊^ 4 2Ке 6..СУ-, < А=Й—1 

я-1 /п ^.0 ц,, — [ 0

С3(1, £.) = ( (14 - 1Ч) (:ч ֊ -?2)(соь 
■ :' I о

р,»™ 10)
к..,՛ Г6(Л.6]|

I - IАШ-֊Йе [у 6,.. (%(.и. (.-..,)! * - 5.2

Теорема. Если /- — простая разомкнутая дуга Ляпукопд, кривизна 
форой удовлетворяет условию Гельдера, а функции 6(1] ) 6,.(.| ), Ь, 
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а(4>) дважды непрерывно дифференцируемы на А. го система сингуляр­
ных интегральных уравнений (2.6) разрешима при любой правой части, 
удовлетворяющей на /- условию Гельдера всюду, кроме конечного числа 
точек: причем решение определяется с точностью до одной вещественной 
постоянной.

Доказательство. Воспользуемся методами. изложенными в 
[11]. Приведем систему (2.6) к виду

А </„) ?('.) + Й +-L Cs (/, /„) (/) dl ֊ Л' (,„)
'1 C.t — fo 'tL L

Здесь

»*-< ф и* (»I)՛ 

^(/0)֊^(/#), /0б/։; М(/д fQc/s]

Г' — 6։i (Op) b (?o)i bri (%) b(-0), <х=я(уй)

Обозначив .S' A — B, D A —В и проверив, что det.S*֊f=O, 
del D / 0 всюду на А, устанавливаем, что рассматриваемая система 
относится к нормальному типу. Поэтому (2.6) можно свести к неодно­
родной задаче сопряжения Гильберта 

<П^ = л'(^Ф’К) 6(A) (2.7)
где

Я(У-5-'(/0)/>('о). b(Q- S ՝V,}NV,}

Обозначим с։ — а, сс — с, са — Ь (а и b концы разреза L, с—'точка 
перехода участка раскрытия Zt в участок контакта Будем искать 
решения (2.7) в классе Л (с?), то есть органиченные в с2 и неограни­
ченные в точках с՝։ и с֊. Для выяснения вопроса о разрешимости (2.7) 
в классе А (<?2) найдем частные и суммарный индексы этой задачи. 
Суммарный индекс вычислим по формуле [11]

J л л
det х0 det .r(?det хс.

где det х, = (z— тс) ” (z — 20) ‘*:р^—характеристические числа матриц 
" (с, 0) Дс.՜ — 0); / —1,3, k =1.2. Получим z = 1. С другой сто­
роны, у- — у. ха. Определим — наинизший порядок исчезающих 
на бесконечности решений однородном задачи сопряжения, соответст­
вующей (2.7). Произведем конформное отображение плоскости с раз- 

26



рсзой L на плоскость с разрезом / вдоль некоторого отрезка веществен­
ной оси. При этом /j и /» перейдут в отрезки /՛, /.՛ соответственно 
Ui U/:-/). Введем в рассмотрение функпию ՝» (.•). положив 'Цз)

Каг показано в [9], на I будут справедливы равенста ’•* (f1) = Ф*(/), 

‘>”(0= Ф (/), использовав которые придем к следующей гранично.՜» 
задаче:

7ф+4֊Ч ' =- ■ (;Ф 4-՝Г )

ЗФ* 4- Ч-* = ֊(<.Ф- ’Г ), / £ /’

7ф' 4 -<ф- -г Ч-

Йф+ 4- 4’г = ֊ (гф - 4- Ч" ), I /. (2.8)

Здесь 5—непрерывные на / и ограничен .чью на бесконечности 
функции. Положим теперь 2 ' =-рн 4-4՜ , 3 = оф- । 4՜ . Тогда усло­
вии (2.8) запишутся в виде:

2 = —2՜. /^6; 2 =2՜. * с- . / (2.9)

Однако (2.9) нельзя решать как задачу сопряжения, ибо ’.?(-՝). ֊(<) 
могут иметь особенности в конечной части плоскости, Выразив ՝1 через 
2 >- и подставив в (2.8). придем к двум неоднородным краевым зада­
чам для функции Ф(2) с неизвестными разрывными правыми частями:

0'== —Ф՜, ((-![• ф--?1—• Г € Л- (2-10)

ф+=_ф-; / ф+.= ф֊_2±_ • / (г /2 (2.П)
ь ֊ у

Решения (2.10) ц (2.11) отыскиваются в классе А(с.). Для задачи 
(2.10) точка с является особенной, поэтому решение в ней необходимо 
ограничено. Индексы задач (2.10) и (2.11) равны 1 и 0 соответственно.

Исчезающее на бесконечноегя решение (2.10) я рассматриваемом 
классе дастся формулой 19]

•2^՛ Jxo (о (i 
/•>

22"</Z
-֊+ СХДд) 
г) (2.12)

а для задачи (2.11) таким решением будет

Ф (г) -֊= .) Г 2Z՜^
JX‘(0(7 '>)( 
4

(2.13)

Здесь Х.,(з), (<) ֊ канонические решения однородных задач,
тпующях (2.10) и (2.11). имеющие на бесконечности порядки—I 

я 0 соответственно. Вычисляя интегралы типа Коши, фигурирующие в 
(2.12). (2.13) и приравнивая полученные правые части, придем к равенству
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О 2f<JU>-ZU)l ( СХо(г) (г)£ X(2) g Г(г)
•j(z) —o(z) .֊1

где C.(-). /\(2) главные части подынтегральных функций n (2.12),
(2.13) в их полюсах. Отсюда

СЛи) - X. (2) у F,(;} I 
1-1

Из полученного представления следует, что порядок на бесконечности 
решения Ф(2) равен — 1, т. е. х, 1. Поскольку х х, Е х.. а я = I, то 
х О В И доказано, что если нее частные индексы класса /։ неотрица­
тельны, то ;.слонис разрешимости соблюдено при произвольной правой 
части, почти всюду удовлетворяющей условию Гельдера, и решение соот­
ветствующей системы сингулярных уравнении содержит х произвольных 
постоянных. В рассматриваемом случае и = I, поэтому решение системы 
(2.6) опр՛ к хяется с точностью до одной (вещественной) постоянной. Для 
нахождении этой постоянной воспользуемся условием однозначности ка­
сательных смещении

л
Re [i?i ֊ i'.1)(!4COs4^)-s։ny(A))^ О (2Д4)

<г
Так;։֊: обра.ом, система уравнений (2.6) допускает единственное ре­

шение в классе ррН дополнительном условии (2.14). при этом нор­
мальные и касательные напряжения будут ограничены в точке с и нсогра- 
ннчеиы И TU4K * И и Ь.

3 Решенье к'Ьнгиктной зьдачп. Предлагается следующий путь реше­
ния постазлениой задачи. Вначале решается задача о равновесии свобод* 
ной (защемленной) анизотропной полуплоскости, ослабленной криволи­
нейным разрезом, берега которого не контактируют ! 12]. Если на L най­
дется зона /՛". в которой происходит «налегание» одного берега ра:1реза 
на другой, что соответствует выполнению условия и* I то Д։| при­
нимается и . ичсст,!՛.- первого приближения для участка кг.нтакта Затем

|(1) решается конг ктна> задача при заданном и . что соответствует решению 
системы уравнении (2.6). (2.14). При этом вычисляется контактное дав­
ление ' i-- которой \ .-тся в и?
точка может не совпасть с концом участка, выбранного в качестве преды­
дущего приближения для зоны контакта. Используем ее для построения 
следующего приближения. Таким образом, приходим к итерационному 
процессу, который .аканчинается при достижении нужной точности. Вы- 
числения показали, что для достижения точности г 10 обычно тре­
буется 3—4 итерации.

Для решения системы (2,6). (2.14) использовав метод Мультоппа 
j 13]. позволяющий свести ее к системе линейных алгебраических уравне­
ний. Метод реализован в программе на языке ФОР! РАН для ЭВМ 
< БЭСМ-6».
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В качестве примера рассмотрена пластина н.< стеклопластика 
ЖЙС №=2.1 • Н)՜'ллелг', Е., 1.6- 1C՛ лч .л:-. G - 0.42 • 10* ki.c.v֊, 

՛. 0.09, - 2. J28/, 0.539/), ослабленная разрезом в виде дуги
оллппса £:

.V - Л*. Sin —— <5, у — /?.. COS— т • ~ 1 / 1

2 2

в условиях свооодксго края.
Контур разреза делится на 20 частей. Дальнейшее увеличение числа 

узлов нс привело к существенному изменению результатов.
Результаты расчетов приведены на фиг. 2—О. На фиг. 2 представлен՛» 

'нме.чешк- ширины зоны контакта берегов трещины. На «риг. 3. 4 изобра­
жены графики коэффициентов интенсивности нормальных ;л. и касатель­
ных T.V напряжений, вычисленных в вершине а. Графики тех же величин, 
кнь-осжщнхея к вершине Ь, даны на фиг. 5, 6. Здесь величины, вычисленные 

учет.« контакт.՝, берегов, изображены пунктирными линиями. С плошиы« 
ми М1НКЯМИ даны те же величины, найденные с учетом частичного смыка­
ния берегов. Кривые (1) на всех графиках отвечают отношению 1,
лршшт (2) ֊- о ношению R, R. = 0.5.

Фиг. 4. Фи« 5.
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Кзк еидям. прп малых углах охвата <(՛, берега трещины контлктир} 
ко 1л и длине. При этом коэффициенты интенсивности касательных нап 
жений отличны 01 нуля. Учет контакта берегов приводит к значвтслъм 
у.м֊Н1>։:;енп1П коэффкпнентос ни г"исипнпстя в зоне сжатия. С ростом

Фиг. 6.

личивастся во ։а раскрытия и соотиег* 
ствемно уменьшается зона кокгдр3 
(фиг. 2). Оказывается, что учет I 
такта берегов приводит к увеличе 
1в некоторых случаях почти 
коэффициентов шт• неявности как-] 
малькых, так я касательных напр(| 
пий. При подходе к границе полу։] 
скости ( . —-/2) наблюдается стре« 
ние коэффициентов интенсипиости; 
пряжений к нулю (фиг. 5/ 6), ՛• 
объясняется выходом трещины яд- 
б о д я у ю п и в е} з х кость.

Таким .образом, учет контакта берегов пажен при прогковнрйЯ 
развития трещины, так как при определенных нагрузках приводит к за| 
ном; изменению коэффициентов интенсивности напряжений.

Институт проблем 
игс.П1:о. тросннд АН УССР Поступила 211 I’

Вш. «1ԱՆՏ1111. Ь. Ա. ։1Տ01;ԼՆ1Պ11ՎԱ. Լ. II, 1|ՎՇՏ1'ՆՍ’ւԻ

ԿՈՐԱԴԻՆ ԿՏՐՎՍ.ՆՐՈՎ Ւ111ՎԱ5ՎԱԵ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ 
1|ԻՍՍ.յ1.ք։ԹՈԻք>5ԱՆ Ли.1П1Л* ԱԴԱԱԴԱԿԱՆՈԻՒՅԱՆ 

ՏԻՈՈԻԱՅԱՆ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐ

Ս. մ փ и փ и է մ

Դ[ 'էոտրկվում Լ կէւրա՚լիրք կարվածրոմ թոէյս/ցված անիդււէորոպ կիսան.ւր- 
ք/սէթւան համար ւԱՈա\դէսկանոքթյՈէն տեււության հարթ խնդիրը աղատ եւ;րի 
կամ կոշտ ամրացման պայմաններում։ հորէէ>ով֊1[ աոխհլիշվիլոէ.
սէ ո 11: ե նցիաթւերի ի ն ւո եզր ալ ներ կ ա յ ա ը։ււ մ ն ձ րի <> դ տ ադործո։ մ /»վ դի ս՛ աո կ ւ£ա4| 
խ՚՚ււլիրր րերվել է սին սՈէլյ ար ինտեդրաք Հավ ասարումների սիստեմի, որի |:ս- 
ծւոմււվ որոշվում է դսպաթի շրջակա յրււււ! / արվա ժ - դեէիորմ ացվսւձ վի^
հակր։ Տրվում / լարումների ինտենսիվության ։}<ւ րծ ակի ցների վրա կտրՀ^քի\ 
ափերի էք ա ււհ ակ ի որ են միացման >տշվււում ան աւլդհցության թվային, վեր^ւ- 
ծ ։էւի շունը ։

30



A CONTACT PROBLEM IN THE ELASTICITY THEORY FOR 
ANISOTROPIC SEMI-PLATE WEAKENED BY A 

CURVILINEAR CRACK

В Ya, KANTOR, E. A. STRELNICOVA. I.. A. FILSHTINSKY

S u in in ary

The plane problem of elasticity is studied for a semi-infinite free 
or clamped plate weakened by a curvilinear crack. Using an integral 
representation for complex potential of stress the above mentioned prob­
lem is reduced to a system of singular integral equations. The stressed- 
strained state is determined near the vertices of the crack by solving 
this system. The numerical analysis of an influence of the "overlapping“ 
on the stress intensity factors is presented.
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