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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ В УСЛОВИЯХ ПОЛЗУЧЕСТИ
МАТЕРИАЛА

Проблема устойчивости в условиях ползучести материала, постав- 
денная, невидимому, впервые в [ I ]. разрабатывалась и различных аспек- 
«зх п для различных деформируемых систем во многих исследованиях 
[2-4, 17]. В [16а, б] был предложен метод определения критического 

Значении (;1(, грузового параметра в тонкостенных конструкциях, гиб
ких по Г Карману [7]. основанный на теории устойчивости движения 
АМ. Ляпунова [5]. В дальнейшем, имея в виду теорию устойчивости 
Движения в конечном интервале времени, основы которой, сформули 
рованные впервые II. Г. Четаевым, развиты в хорошо известных рабо 
тих И Д. Моисеева. I В Каменкова. Г. И. Дубошина. \. А. Лебедева. 
С К. Персидского. К.. А. Абгаряна и др., был предложен метод опреде
ления 9кг {16. в], исходя из достаточных условий устойчивости С. 1\. 
Персидского [18]. В [16. а, С] задачи об устойчивости железобетонных 
оболочек решались в первом приближении методом Бубнова Галерки- 
иа. В настоящей работе излагается метод, учитывающий второе прибли
жение ио Бубнову Галеркину (симметричная и антисимметричная фор
мы потери устойчивости).

§ 1. Имея в виду линейную ограниченную ползучесть материала 
[б, 8]. полагая, что коэффициент Пуассона при этом нс меняется 
[6.9- 11]. рассматривая пологую длинную круговую, гибкую по Т Кар
ману, цилиндрическую панель радиуса R и толщины й. при размере па
нели вдоль образующей, значительно превышающем размер Ь вдоль 
дуги так. что изогнутую срединную поверхность се можно считать ци
линдрической, полагая панель шарнирно закрепленной неподвижными, 
жесткими, продольными ребрами и огруженной равномерно распреде
ленным давлением интенсивности ц с выпуклой стороны, приходим к 
следующемх уравнению равновесия:

р (п [ /) I
</у’ I ду‘ R

5 Известия АН Армянской ССР. Механика. № I
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где

Е некоторый ограниченный линейный оператор, связывающий 
напряжения (-) п деформации (с) при осевом растяжении сжатии в 
момент времени I сот ношением

— (1.3)

В (1.1) использована перестановка операций по геометрическим коор
динатам и гех же операций по времени. Вывод уравнения, соответствую
щего (1.1) при упругой работе материала, см. [13].

Исходя из линейной теории ползучести Маслова—Арутюняна и по
лагая £-const, взамен (1.3) будем иметь [6|*

o''4.T' = £(s" + r('e'). ’.'-l(l + C0 + ֊b) (1.4)

где 7, Со, .4։ — постоянные.
В случае вязко-упругого материала Кельвина взамен (1.3) будем 

иметь | 10]

с' -г >.з = Е (г՜ + |и) (1,5)

где Е, р, /. постоянные.
Известны и другие соотношения, связывающие о и е при линейной 

ползучести материала Например, [15]

/ d- d \ / d \ .. ...\Р^+Р՝^+Р՝)՝ЛЧ^*Ч^+ЧТ (U)

где </1 (/--О, 1, 2) — постоянные.
Соотношение (1.6) имеет н виду т. и. линейную четырехъ венную 

модель вязко-упруго!<> материала. Получение на основе (1.5) и (1.6) 
результатов, аналогичных приведенным ниже, причем более простых, 
не. представляет трудностей.

В [Ю.б] рассматривались оболочки, состоящие из трех симметрично располо
женных слоев, имеющих различные упруги։ и реологические характеристики, в [-11 — 
устойчивость в бесконечном и конечном интервалах времени (но А М Ляпунову н 
И Г. Четаеву, соответственно) сгержия и.։ неоднородно стареющего материала, упру
гие и реологические характеристики которого меняются во времени в заннсимосгн от 
геометрических координат. Теорию ползучести неоднородно стареющих тел см. в 
[19. а, б].
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§ 2. В соответствии с .методом Бубнову Галеркина (второе прибли
жение» симметричная форма), примем

® (у. /) = о։ (о §1п ру -- е., (г) ып з?у (2.0

»выпишем уравнения

Г»
( X и’т ЗЗуг/у О

о
(2.2)

где. и соответствии с (1 1).

х = 7)-—֊ (Ей՝ , I
Ьу1 \ /)у2 R / 

ггановка (2.1) в (1.2) и (2.2) с учетом (2.3) дает

(2.3)

ЕУ.

- (<БУэУз ~ Зл8У, 4 4г/0) Е (2.4)

243£уг (27й։у..у3 За8у3 ; 4^.)/:'

у =к 
у' и

Уз^^Ь
Е/1

12 16«. - ------- а.. —-------------Р’йг '
Рг/?3

(1ъ   ' 
3 12 7о =

12<7 <1
(2.5)

и

к 
R

£
Ь

^ЧЕЕЯ

Ни основе (1.4) переяишем (2.4) в виде

'»ЛмЧ (/.*=1.2. 3) (2.6)

Здесь приняты обозначения:

У* . у;=у; = I. 2, 3) (2.7)

*п = 1 ֊ «,Уз ьг2 ~ О />13 = 3«2 - вьу

= О

А 2 R
=------ 6а3у։

Ь22 - 243 — 27б/1у3 = За2 — 27 а, у2 (2.8)

3-
54а3у2 />„=—!

о 
Ь.^ = —

й։ 1У<4-2д։у4у« -<«։(УзУ4-г У1У«) —Зл^/Ув

Ь։ = 243^у5 4֊ 54а։у5у0 |- 27а։ V (у3у5 - у։уе) — Зо^'у* (2-9)

2 2
Ь3 —7У< ֊ ֊֊7У5 4- 6«3(У‘ 4֊ 7У»Ул) 4֊ 54а3(у| - 7у2уг.) 

” 3“
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Учитывая, что определитель (/./=!. 2. 3). решим
(2.6) относительно у։ , и окончательно запишем

(2.Ю)
I Ь(. /фк

(/,/, Л= 1, 2. 3) 
' |д* / = л

Из (2.5)—(2.9) следует

и;,НЧ*Ч ........у- Ро1 = р./1 (Уи у=. Ул> (2-п)

Таким образом уравнение равновесия (1.1) приведено к нелинейной 
системе из шести дифференциальных уравнений первого порядка 
(2.10), разрешенных относительно производных. Правые части ее со
держат I явно.

Пусть заданному фиксированному значению грузового параметра 
соответствует частное решение

системы (2.10). проходящее при через точку

УДО /ДО (*«1, 2........ б) (2.12)

/дм=/,° <*= и 2........6)

Принимая в (2.4) / = /и и учитывая (2.12) и (2.13). напишем

(2.13)

Зд../3° 4 4<7(>

243/» - 27а. За.2)4-Ф?о (2.14)

Л = —/Г + •—/? - - 27а,/?

Следуя |14] и обозначив

При этом система (2.14) сводится к кубическому уравнению

. /?
' " /г

из первых двух уравнений (2-14) получим

(2.15)

1 ֊ <^Л 
■ 243 ֊ 27^/» (2.16)

Зв.аШ+Э)’)/?’֊ ^-(1 • ֊֊) + 9вА(1 т֊9/)1/»'! 4- 

+ [4-“=(> +у) + >|/Г֊4?о = О (2-17)
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Полагая > и /;՛ известными, получим

■ /? */? (2-’8)
При малых нагрузках ПРИ больших нагрузках [14].

Если ставится задача определения верхней критической нагрузки, сле

дует исходить из значений, близких к у • принимая при этом /*' 

равных՝ наименьшему действительному корню кубического уравне
ния (2.17).

Продифференцировав, далее. (2.4) по I, приравняв / = т‘{. [6]. учи
тывая (2.7). (2.12), (2.13) и считая Д уже известными, получим систе
му линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных 
<1 ; ^=1. 2. 3)

2'%Л°(3="Ч (/,*=1,2/3) (2.19)

лтп — 1 т.., = 0*• м13 Зд2-«։Д

/лп = 0 т.,., = 243 ֊ 2^! Д = 3/^ 27а, Д (2.20)

2 
я/,э =------ 6а3/։°

К
•)

=-----’• Зг. '"зз = 1

т1 Тт'/\' щ 2Ытр°Л 
з«։/у ֊27«,/;’) г-֊<?„ + / (2.21>

Учитывая, что т , получаем 

1 I /?Л 7 =А */Ь=֊Н֊- 4 > //,*=1,2,3 (2.22)
|тт/ Г=к

§ 3. Пусть требуется определить верхнее критическое значение гру
бого параметра такое, что при

՝՛ ^<! Кр (3.1)

авиовесне рассматриваемой панели в условиях ограниченной ползу-
материала устойчиво, а при

(3.2)

тойчиво. В [13] справедливо отмечается, что нижняя критическая 
»узка при ползучести вс может являться характеристикой несущей
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Поскольку уравнение равновесия (1.1) рассматриваемой панели 
.сведено к системе дифференциальных уравнений (2.10). можно постав
ленную задачу определения //01? по (3.1). (3.2) заменить задачей опре
деления дп. (1 такого, что при (3.1) частное решение 12.12) системы диф
ференциальных уравнении (2.10), проходящее при / = /,, через точку 
(2 1.3). устойчиво, а при (3.2) неустойчиво.

Кажущееся противоречие в таком подходе является следствием то
го. чго задача об устойчивости равновесия сведена к задаче об устой
чивости движения, это объясняется тем. что ползучесть является мед
ленным процессом, который может быть рассмотрен л как состояние 
равновесия, и как состояние движения. Напряженно-деформированное 
состояние, находящейся под нагрузкой системы при ползучести мате 
риала, рассматриваемое, обычно, как состояние равновесия, как сде
лано выше при получении уравнения (1.1), в последующих выкладках 
рассматривается как состояние движения, что обосновывается получен
ной системой дифференциальных \ равнений (2.10).

Этот подход лежи՛։ в основе предложенной в [16а| методики рас
чета на устойчивость в условиях ползучести материала, позволяющей 
использовать хорошо разработанный аппарат теории ус го ич и нос՛։ л дви
жения Л. М. Ляпунова, что открывает, по мнению автора, широкие воз
можности.

Приведем доказанное -А. М. Ляпуновым положение ([5]. лс 14). 
что «... при решении вопросов устойчивости достаточно будет рассматри
вать только значения /. большие сколь угодно больших и заменять 
рассмотрение начальных значений функций .г рассмотрением их зна
чении, соответствующих 1—Т».

В дальнейшем это утверждение '.поминается как Положение (*) 
Ляпунова.

Выпишем также следующие хорошо известные теоремы Ляпунова, 
относящиеся ь установившемуся движению.

Гео рем а I Когда определяющее уравнение, соответствующее 
системе дифференциальных уравнений возмущенного движения, имеет 
корни с отрицательными вещественными частями, то каковы бы ни бы
ль остальные его корил (ля невозмущенного движения будет существо
вать изноет пая условная устойчивость А именно, в случае существова
ния к таких корней движение -по будет устойчивым для возмущений, 
подчиненных некоторым л /г сравнениям вида

Р, («։, а,., .... ая) - 0 (/=1,2........п к) (3.3)

в которых Г, суть голоморфные функции начальных значений а. 
функций х , обращающиеся в пули, когда все й делаются нулями 
и которые позволяют выражать все эти значения как голоморфные 
функции к независимых величин.
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Георема II. Когда межд) корнями определяющего уравнения 
находятся такие, вещественные части которых положительны, невозму- 
щениое движение неустойчив«՝.

Вернемся к системе дифференциальных уравнений (2.10). Перехо 
£| к уравнениям в возмещениях подстановкой

х,(/) = У։(О֊/.(Г) (6 =1,2........6) (3.4)

где л (/) в’озм у щения. за ня ш е м

Щ ! Л. + ...../«1-^.0 |»1У|(/....../..о
Г* Л‘ 1М(А֊ьх„ /։ ( X, /, + *,) 10/,к/,. /։, Л) ’

(<, /, * = 1, 2. 3)

Задача об устойчивости частного решения (2.12՛) системы дифферен- 
ниальиых уравнений (2.10) равносильна задаче об устойчивости нуле 
кого решения

л\ = ,т3 = • - • = л> = 0 (3.6)

системы дифференциальных уравнений (3.5), которое зга сипема, как 
нетрудно убедиться, имеет.

Разложив правые части системы (3.51 в ряд по степеням ху и оста
вив только линейные части, выпишем систему уравнений первою при 
блн/кевня, соответствующую системе (3.5)

<֊•«*.з* люз֊/\ • ■••֊/>> 3.;(')*« (3.7)

(* = I. 2, 3)

Имея в ни 1у ограниченную ползучесть материала, примем

(Л = 1,2,3) (3.8)

При этом будем иметь
I ,-«> (*-1,2.3) (3.9)

1Ь (2.8) —(2.10). (3.8) II (3.9) следум

г = и. Н?։1(У1........-0 («./.*-1,2,3)

При лом, принимая, в соответствии с Положением । ) Ляпунова. .’>7 
и обозначив

3> = Л л I: г (* = !• 2. 3- *= ’• 
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приходим к следующему определяющему уравнению системы (3.5):

' « — ~ “ ^'i-Ан ^2,1 $я^г2^п)
о

Z 0 0 1 0 0
0 Z 0 0 1 0

0
0

0
0

— !•

0
0

- А

0

<*43

1

^6
= 0 (3.10)

0 0 0 t՝M - »■
0 0 0 <՝М — 1

<« = ֊(/<,*,.К-

п

С:< — —— < - ^"։^ц ' '"'.М^э^п)
Ь

с,, = -’ (&:.*„ йДД, {֊ В J1։ (3.11)
/5

Go ~ ^?в^л ^.чАм^и)
Н

< м = ■֊֊ (ДЛЛ- — МЛ У>Д։>

‘ •■’■• ~i՜՜ (. ^1-л^ у; Х\ у/’Х՝^1 ?.'t)

i но “77՜ 1 ^зп^'Л^и 

D

ßi^-^T ^/=^1, /• £-1М>г (/.7 = 1. 2,3)

.Уравнение (3:10) имеет три нулевых корня, а остальные три опре
деляются как корни уравнения

'-3 тК1՝ + + /՝а = 0 (3.12)

Нетрудно показать, что возмущения, введенные н (3.1). подчиня
ются п>։՝м шцч Jwrbfsan (2*. и п^пняз х! — зх^-

tt.\wv.w«, и» т.удуг > доя.т с творены все условия приведенной к;,ihr 
теоремы 1 .А. М. Ляпунова (при а ֊ 6. й = 2) Поэтому еще один ко 



рень уравнения (3.10) может быть принят равным нулю без нарушения 
условий этой теоремы Таким образом, взамен (3.12) получим

/8-г О (3.13)

Для нс возмущенного движения, то есть решения (3.6) системы (3.5). 
будет иметь место: л) известная условная устойчивость, если веще
ственные части корней уравнения (3.13) отрицательны; б) неустой
чивость, если вещественная часть хотя бы одного из этих корней поло
жительна. Если же не выполнены ни условие а), пп условие б), то устой 
чиность или неустойчивое 1ь решения (3.6) системы (3.5) не могут быть 
установлены ил основе рассмотрения лишь линейного приближения 
(3.7) критический случай Этот случай в настоящей работе не рас
сматривается.

Булем вычислять частные решения (2.12) системы дифференциаль
ных уравнений (2.10) при увеличиваемых с малым шагом фиксирован
ных начиная с некоторого его достаточно малого значения, при ко
тором заведомо имеет место устойчивость. Вычисления при каждом 
фиксированном <?0 будем доводить до /„ ։, при котором числовые 
значения функции /.(Л) и ։) ($ 1. 2........ 6) итлинаются друг
от друга на малые величины’. Принимая Г,,^> /'. вычислим сч и՜, & 
---4. 5, 6) ио (3.11) и, решив уравнение (3.13), определим его корни.

Возможны, вообще говоря, следующие случаи:
Случай 1. Существует такое, что при всяком имеет

место устойчивость, а при всяком —неустойчивость При
этом, в соответствии с (3.1), (3.2), будем иметь 7, и. *՜՜'/<֊։ •

Случай 2. Существует такое, что при всяком 9о*С(7о: имеет 
место критический случай, а при всяком 7Р </г,։ * неустойчивость. 
При этом, на основе рассмотрения лишь первого приближения, 
то есть системы (3.7), не удастся определить величину </,, . Можно 
будет лишь утверждать, что _։ .

Случай 3. Существуют </|С . <?(11 О такие, что при <70 .. (/пх имеет 
место устойчивость, при -< //Л< имеет место критический случай, 
а при 7о><71Г. неустойчивость. В этом случае, на основе рассмотре
ния системы уравнений (3.7), можно лишь утверждать, что </,ч ՛ 
< Предлагаемый метод определения </ ։։> будет, очевидно,
тем более эффективен, чем более узка вилка (?0։, <уй2).

Случай 4. При любом >0 имеет место критический случай. При 
этом нет возможности определить на основе рассмотрения лишь 
системы уравнений (3.7).

Заметим в заключение, что приведенные выше соображения о вы- 
Л

боре числового значения > - ~ содержат определенный произвол, но- 
/1

этом\ вычисления должны быть проведены при различных значениях 
■^.Искомому значению <7. , очевидно, соответствует то значение >, при 7 Г
котором имеет место <71П|" .

73



§ 4. Имея i» впд\ несимметричную форму, во втором приближении 
н .методе Бубнова Галеркина примем

w (у, /) = G։(0 sin Sy 4- &,(/) sin 2Sy (4.1)

и выпишем уравнения 

b ft

। A'sin pyrfy =0 i Xsin 2?yz/y - 0 (4.2)
|| |l

Здесь Л՜ имеет вид (2,3) Подставляя (2.3) в (1.2) и (4.2). получим 
равнения, которые приводятся к виду (2.10). где. однако, взамен (2.8) 

п (2.9) приняты обозначения

= 1 -"»Ул 1) //1։ - ?>а.. ал\>..

ь... == 0*« ^22 - 4 «1У3 ~՝(t 1У2 (Г-3)

9
Лз։ = - ֊ аду։ ^2 = -8<;3у,. - 1

= - 7У» 4 2'БУ1Ув - а։< (у,у4 у։у„) — Зи.л/у,

= - 4?уЛ -г 2a։y4y, - а։т)' (улуз 4֊ УгУ«> (4.4)

2
= — —7Уд 4֊ 2«л(у- ‘ ТУ1У1) 4՜ *Ч(У* 4- ТУ«У>) <У<

Таким образом, уравнение равновесия (4.1), соответствующее не
симметричной форме второго члена разложения в методе Бубнова Га- 
леркрна, также сведено к системе дифференциальных уравнении вила 
(2.10). Следовательно, задача определения </։1, и к этом случае решает
ся изложенным выше методом. Подробности опускаем

3 а к л ю ч е н и с

На основе ։еории устойчивости движения Л. М. Ляпунова разра
ботан ։ля гибких тонкостенных конструкций метод определения кри
тического шачення гу . грузового параметра в условиях линейной огра 
ничейной ползучести материала. Метод реализовал на основе теории 
ползучести Маслова—Арутюняна, отмечается возможность СП» примене
ния также и на оснр.В.е различных илл-сгных линейных дифференциал), 
пых соотношений вязко-упругих материалов.

Бреконский политехнический
нштгнтут нм. К. Маркса Поступила II IV 1980
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Դ. II. ԳՐԻԳՈՐՅԱՆ

ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ ՆՅՈՒԹԻ 11Ո։ԼՔՒ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐՈՒՄ 

1Լ մ «|ւ ո փ ո ւ if

1՝արակ, ճկուն, երկար, շրջանային, դյանաձ!։ սյանելի օրինակի վրա 
նյութի սս!հման ափ ակ դծային սողրի ։դ այմա ՛հներ ՝ո մ կրի օրի կ ակ ան բեոի 
որոշման համար աոաջարկվում Լ շարժման կա յանու թ / ան ՚ե. II. Լյասրսնովի 
տեոորթյան մի բանի թեորեմների վրա հիմնված մեթոդ Դիտարկվում են 
Համաչափ և հակահամաչափ ձևերով կ ա յ ո էն էս թ (ա՛հ կորսաի ք'ոէ.րնովի • Գալ 
յորկինի մեթոդի երկրորդ մ ոտ ա վ ո րո էթ շունն ե ր ր։ Խնդիրք բերված Լ ած անդ յա չ- 
■՚երի նկատմամբ րսծված աոաջին կայքդ/։ վեր դիֆերենցիալ հավասարումնե

րի դծային համակարդի մասնավոր յւ։։ծո։մների Հաշվմանր -ով բեոի 
պարամետրի տրված փոքր քայլով աճող արժեքների 'ամւսր։ Շարադրումր 
կատարվում է Մւււււրէվի֊ՀարՈւթյունյանի սահմանոսիակ դծային սողքի տե- 
ււության հիման վրա, նշվում է մեթոդի կիրսսւման հնարավորությունդ նաև 
աոաձդական-մ ածո։ցիկ նյութի համար հայտնի սւյյ դծային դիֆերենցիալ 
աոնշոէթյունների ակնառումով։

Մեթոդի հիմ ոլն րներր, ւդարղաբանված !! ո։ բն ովի-Գ ա լյո րկին ի մեթոդի 
աոաջին մոտավորությամբ, հրապարակված են (962 և 1961 թթ-

ON STABILITY IN CREEP

G. S. GRIGORIAN’

S u in in a r y

A long, thin, shallow, flexible, circular cylindrical panel is used as 
an example to develop a method of stability calculation in linear limited 
creep based on some Lapunov’s theorems of stability of motion. The se
cond approximation of Bubnov Galerkin method concerned with symme
tric and antisymmetric forms of stability loss is considered. The problem 
Is reduced to computerization of partial s< lutlons of a nonlinear system 
of six lirst order ordinary differential equations solvable for derivatives, 
when the load parameter increases with a given small step and to veri
fication of their Lapunov stability. The principles of the method, illustra
ted by a first step approximation of the Bubnov Galerkin method, were 
published In 1962 and J964.
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