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УТОЧНЕННАЯ ТЕОРИЯ ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

На основе приближенного интегрирования [1] трехмерных урав­
нений пьезоупругост и выводится уточненная линейная теория гонких 
ги.снжсрамических оболочек, равномерно поляризованных в нормаль­
но?.՛ к срединной поверхности направлении.

I Рассмотрим произвольную пъезоксрамнческую оболочку
Выберем трнортогональную систему координат ։։. х,, * следую­

щим образом: пусть координатные линии з1։ совпадают с линиями 
главных кривизн срединной поверхности оболочки, а координатная ли­
ния •; нм ортогональна.

Выпишем систему у равнений пьезоупругости в выбранных коорди 
патах.

Все используемые здесь обозначения, относящиеся к неэлектрнче- 
скпм величинам, взяты из [1]. а обозначения, относящиеся к электро- 
упругости и электростатике, заимствованы из [2], [3]

Уравнения движения
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О1 = ^£7 
а/

Ъ (֊1 I ֊М I ֊к- 
\ а* а} / и}а.

(1.2)

Уравнения вынуж денной электростатики диэлектриков

<Ну£> = О, Е - — £.габ > (1.3)

Здесь и далее из каждого равенства, содержа того ян к-ксы { и ։. 
можно получить два различных — одно, полагая г = I. / = 2. ’.ругое, 
полагая I — '2. / = 1.

В (1.1) — (1.2) для удобства дальнейших выкладок вместо симмет­
ричного тензора напряжений о., <?„, =,5. -3 введен несимметричный тен­
зор , 7/л, -д следующими формулами:

(1.4)

Для краткости записи в уравнениях (11). (1.2) введены обозначе 
ния. которые расшифровываются следующими формулами:

(5.5) 
1 <-4 Г1 , , 7 1 1 с/Д, • <•

Л ' R, ' : R, ’ ՛՛ Л? А,

В предыдущих формулах vl, у3 перемещения, 4: коэффи­
циенты первой квадратичной формы срединной поверхности, R, - ее 
главные радиусы кривизн, , х*. х?. — упругие податли­
вости при нулевом электрическом поле, /ц. </։г„ й.3 пьезоэлектри­
ческие постоянные, е?՜, — диэлектрические проницаемости при ну­
левых напряжениях, Е вектор напряженности электрического поля, 
/) - вектор электрической индукции.

Для построения теории пьезокерамических оболочек надо рас­
смотреть краевую задачу, заключающуюся в интегрировании уравне­
ний (1.11 (1.3) с учетом условий на лицевых поверхностях - — ± н 
для напряжений

(1.6)

и условий для электрических величин. Различные варианты последних 
приведены в |4] Например, в случае возбуждения колебаний элсктри-
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чкким полем на электродах, покрывающих лицевые поверхности обо 
дочки. задается значение потенциала

Если колебания вызываются механической нагрузкой я оболочка не 
имеет 1 ле кт родов, то условия на лицевых поверхностях вписываются 
следующим образом (внешняя среда—вакуум или воздух)

и. 8)
Чтобы пил учить условия на внешней поверхности оболочки, надо 

я |1.6) —(1.8) оставить только плюсы, условия на внутренней поверх 
ности получаются, если взять минусы.

2. Для напряженно-деформированного состояния примем следую­
щее асимптотическое представление:

7^ = 7? = (д-
•(3 - > '1 = С"3. . —” ^3 = 1՛^Лл
^-а = 7? О, = г;*й

где число с определяется формулой

при 0 < 1/2
при 1/2<5<1

Здесь V] — относительная полутолщина оболочки, /?—характер­
ный радиус, согласно терминологии, принятой в [I]показатель 
изменяемости внутреннего напряженного состояния.

Величины г\ , ..., ՛£ имеют одинаковый асимптотический порядок 
(при ?) —•* 0) и одинаковую размерность.

Подтверждением принятой асимптотики служат физические сооб­
ражения и тог факт, что с помощью (2.1) можно построить в первом 
приближении непротиворечивую систему дифференциальных урав­
нений.

Выполним в уравнениях пьезоуиругости обычное ыя .ншмптотпчг 
•ских методов растяжение масштаба во координатам

^ = 7//?^, 1-7//?;, (2.2)

Здесь г показатель изменяемости по времени.



Подставим (2.1). (2.2) в исходные уравнения (II) (1.6). к ре­
зультате получим

I , I *»•
А, Л, о-,

с/Ч՛.

~дТ

/ 1 • 1
к л։ ’ л... )

(2.3)
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5 Г а

■ -^(֊и-+—) ■'.՛ ■ -^4-
Л1Гз:։ X -

д!). I 1
л։ 4/:։ ,4г 4/;2

(2.0)

г/ /? (А’։^2> Ь*=/Л#) =0

I 
лГ՜^՜

1
Л/ <>«,

1 Л’ .
— ֊^------
4У

(2.6)
2?

Так же, как в теории всэлектрическил оболочек, в ильнейшем 
ограничимся значениями / с (случай г> с требует специальною 
рассмотрения).
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| 3. Для того, чтобы трехмерные уравнения пьезоупругости прибли- 
1»ю свести к двумерным, выполним интегрирование уравнений 
I) — (2.6) по ; по схеме, изложенной н [I] В полученных асимптот 
них разложениях будем отбрасывать члены порядка г. где

(3.1)

В результате интегрирования каждая из искомых величин (пере- 
[ення. напряжения, компоненты вектора напряженности электриче- 

_ рполя, компоненты вектора электрической нндукьии. разноси, по- 
теиниалов) будет предела плена в виде полинома по ' в остатка ряда, 

шьшне члены которого малые величины порядка /г՜-՛

Р--^’‘а,Р. +О а„ 1 (3.2)

’/■»О

Нанбольш не степени полиномов и коэффициенты а, для различных
[ЯЧНН задаются следующими формулами

Я= I, «, —

п = 1. = у,’ г

Л =2, а։=1. й= = г,1՜’■՝ •г

для г\.. т ..

для г՛.... 
(3.3)

для Ех„ -/ч.. //„. -ь.

п — 3, аА = 1, ог = т/ --А г, а2=7,‘ ‘‘ для

л = 0 для /)л.

Подставим (3.2), (3.3) в уравнения (.2.3) (2.6). После приравни­
вания коэффициентов при одинаковых степенях С получим систему щф- 
ференпиальныл уравнении, которая содержит 50 уравнений и столько 
же неизвестных.

Так как уравнения равновесия пьезокерамической оболочки имеют 
обычный вид. выпишем $десь только уравнения состояния и уравнения 

>|н;. жденной электростатики

59



I - ) .и Дз
1 'Л0) о

֊>н п

^»5 .

еЛ=Г
А1Ги

Л?/ ՛_> - £\. ■„> 4՜
^1^>5

«£с7 4!ГП

։Г« сзз°п

Г) __ /.• I -, I—Г ^32^33 _
/ 3.0 - ь.$.у , ~ г (•) 0 0) •: т Е -3 0

1 — ?/, о

1->1, и — £/. и 4՜

/\ I = Л, । -г

1 «^.0=-?,, £л.։ = -2^։, /•и = --֊֊——£ (£ = 0,1,2)

֊.Я, + Ч1 ■' Г -Л 2 - ֊1֊ I Ч. ֊ЯТ+ 4՛ ֊֊֊ (?,’ + </Г) 
** I • ՝ ;

1 . , , R ,г8.|=2-[< + ?г+ч1 —(<?; чп

-3.. + ’<'-’”'-х. = -5-[?։+ ч3- + -',!(-^֊ -֊-£֊՝)(<?;+ <?,-)
2 \ Ку к2./

Величины е. 0. . от, , , ։ расшифровываются по формулам
(2.6), в которых нвездочку следует заменить нуликом пли. единицей 
соответственно, а для е. ։ и , имеют место следующие формулы:

е, 1
77՜^

V
I ^Л';։4

К1
(3.5)

д'и.. , V,

Л
1. Перейдем в 

чек обозначениям.
полученных уравнениях к принятым в теории оболо-
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Перемещения срединной поверхности оболочки и։, & связаны с трех- 
иымн перемещениями и<, ия с учетом (2.1), (3.2). (3.3) следующим 
азом
ГЧ-’Л-Л-Т'/?«й«—-’’Мф'з.О <3.6>

Усилия и моменты выражаются через напряжения с учетом фор 
Пул (2.1), (3.2). (3.3) так:

+д
= = - (3-՜)

-л

Опуская громоздкие, но простые выкладки, выпишем неко горне
пром ежу точ ные резул ьта т ы

1 1 , 
</.о» 7"е1- ^.0 = 7Г^,.

«ло = Ч’ -с ргт,. Ч-.1 = -Ч’-с-^г1Г, (3 8)
°։։

- ՛■* . е \л- 13 - р**'՜ ф| sf.il- -)

После преобразования формул (3.1) с помощью (3.6) —(3.8) полу­
пим следующие соотношения:

уравнения состояния пьезоупругих оболочек

тг— „ I 2/К^з1 pH՛) ։
ТЧО-’=)(՜' >’ «?,()֊’) 1 к,

„ 2А 4/г1 / ։о \
3<\ 2/?: 7

С1 = З«® (1 - V2) **' ՛
^31 с£1)

(3.9)

_ 2*3 [/2____ку . / 1 . )
1к/Л R,)'1 ^.(1֊^ V?. ^Г‘ ■ '/7

+ (Л1(՛ 0 
R}

2^31 X / 1
Д/г,



1ля •ле.чтрических величин имеют место следующие формулы

« № 4֊ 1£з’• = £(у* ;/:1п 4- I). « М*
(З.Ю)

/Л= /Л<0) 4֊7/}П + гЙ*>. ?-'И’ 1 7>։ Н2'^1
где

з С. '<7! 4 <7.7)

— о0’. Й։,= 2^՜', & ֊г — (л = 0.1.2)
Л*

(3.10
П,Г=.’-,£|'^£п(Г, + .7։։+ ^(Ч; ֊«-)|

2Л 2

йГ...<£Г+^е.«֊<(,։1(1( -V. ։
2 Л

£,0.= 5гЙ.)+^(^ . </г)_

Й*’ 3^
2Л3

-’<՝»- |/л«;« +?-’|г /.֊ л с

Члены, заключенные в квадратные скобки, малы. Ош: порядка */ 
п«> сравнению < глазными членами. Если ими пренебречь, го получим 
соотношения электроупругости. совпадающие с приведенными в |3] 
. имеющими погрешность О(*/։)

Так же, как для неэлектрических оболочек [1]. точность (3.1) яв­
ляется предельной в рамках гипотез Кирхгоффа—Лява (если составить 
более точные двумерные уравнения, то повысится порядок системы 

нффереицкальиых уравнений, потребуется учет поперечных сдвигов и 
'.руги.х малых величин, которыми пренебрегают в теориях типа /1ява).

Уравнения равновесия имеете с соотношениями электроупругости 
(3.9). формулами (3.10) (3.1 П и краевыми условиями составляют пол­
ную систему.

Опишем схему расчета ПЬё30КсраммчеСК0й оболочки й случае усло­
вий для электрических величии (1.7), (1.8)

Из условия (! 7) и формул (3.10). (3.11) найдем, что

- ."'= -V (3.12)

где Г известная величина.
Из условия (1.8) и формулы (3.11) для 7),? найдем. ч։о

4։'-- (3.13)
*С33
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■Полстзвнм в уравнения состояния (3.9} вместо его значение 
■3,12) или (3.13), соответствующее рассматриваемому случаю, и исклю- 
Ким из соотношений электроупругости для изгибающих моментов Й” 
Rпомошыо первой формулы (3.11). В результате получим соотношения 
упругости (3.9) почти такого же вила, как в обычной теории оболочек. 
Различие заключается в смысле коэффициентов, стоящих перед ком по? 
М'и.ами деформаций. Проинтегрировав преобразованные таким обра- 

■Ьм уравнения состояния совместно с уравнениями равновесия, форму - 
йамп деформанин-смешения, удовлетворяв механическим граничным 
условиям на краях оболочки, найдем усилия, моменты, перемещения.

После того как решена механическая задача, все электрические ве­
личины можно вычислить с помощью алгебраических действий над еже 
Найденными усилиями и моментами.

Автор благодарит А. .1. Гольденвейзера за постоянное внимание к 
работе и ценные консультации.
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Ս. մ փ ։։ փ Ո ւ մ

'^քրէէքշՀյքրկէք/րէ մ է էլհկտրոաէէաձղական ղեֆորմ uiffijuii վիճակ, ււրն աոսէ֊ 
Լ itf է L էք ո կ L I> LU լք Jr if թաղանթներում մեխանիկական և Լք ե կսւբա կան բեո՝ 

Կաւ/րւրմս,ն տարբեր պա յմ անների մամանակէ
Ա> (. 9-1։ _ էյ 1րՆ if !ւ է։յ ե ր ր !։ • լմիր մշակված վ՚՚՚րր էէ/արամեորրքրվ Հ ա </ ս ա - 

րէււմների սիստեմի մոտավոր ինէէէ ե ղրմ ան մ եթ n ղով պ j ե ղ »til tt ur ձդա կ ան nt թ յան 
(եռաչափ հավւսնարումներր բերվում են պյեղոկերամիկ թաղանթների երկշափ 

■ ալիս սարումներին։ հա nnijit/ած հաէ1ասար»քմների սիոտեմր, ինչպես Լ
Կիրի ՛ով-էյս։<1 ի տիպի տեսաթյէէէնների Հաէքասաբէէէմներր, ունի Ոէթերորղ 

^շղրա՚ււմր հնարավոր է ղաոնում աղղա ‘.այայյի երկայ;ս։բման և մի- 
քիՆ մակերհէւէքթին սւղղահա յար/ / ա ր ւււ .1՝ն ե րի .’ ա շվ տ ւէմ ան հաշվին։ Պյեղո- 
կԼրամիկ թաղանթների համար, որււնր որպես ունեն միջին հաստո։
(քյուն, ճշտություն աչդս/իււի րտրձր ա ց ոլմր շատ էական է և նա ստացվում է 
(./եկւրրրոաոաձղականությս/ն Հավասարումների ոչ մեծ րարղացման ղնովր

THE REFINED THEORY Օ|- PIEZOCEKA-WiC SHELLS

\. ROuACUOVA

S n ա ա a r y

Electroelastic deiorniation • i piezoceramjc shells niu'er different 
comiitlons oi mechanical and eicctdca! loading is considered.
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Reduction of three-dimensional equations of plezoelasticity to two- 
dimensionai equations of piezoceramic shells Is performed, making use of 
Gol'denveizer's method of approximate integration of systems of diffe­
rential equations with a small parameter. A system of the eighth order is 
obtained the same as in Kirchhoff- Love's theories. The refinement con­
sists in taking into account (he change in length of the normal as well 
as the effect of stresses in the direction of the norma* to the middle 
surface. For piezoceramic shells, which usually have a moderate thick­
ness, that approach is essential and il can be achieved by means of a 
generalization of the equations of piezoeiasticity.
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