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К УСТОЙЧИВОСТИ ОРТОТРОН; ЮИ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ 
ПЛАСТИНКИ ПРИ СМЕШАННЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ

В настоящей работе рассматривается устойчивость равномерно 
сжатой в одном направлении ортотропной прямоугольной пластинки 
с конечной сдвиговой жесткостью при следующих граничных условиях: 
стороны, к которым приложены усилия, свободно оперты, а на двух дру­
гих заданы смешанные граничные условия: часть кромки защемлена, 
а остальная част։, шарнирно оперта.

Подобные задачи для изотропной пластинки без учета поперечных 
сдвигов рассматривались в работах [1]. [2].

I, Уравнения устойчивости ортотропной пластинки конечной едва 
говой жесткости имеют вид [3]

ժշ , (Лр 12Р ԺԽ
Ох ' Оу й3 дх՝1

1 «п ~ + (в1։ 2вя) - I »
I ох4 (/хду- I

й-
II)

-+ ; .. )?-т ««'УЛ. лвй) —լ-1 — о п.о
Оу- / охду I

! Г )'? </55(^12 I #««)------ ----  -|- }• = О
Ох֊ / ОхОу

Здесь сохранены обозначения [3].
Имеем следующие граничные условия (фнг. I):

на краях .V = 0, а

и/ - փ = О

- Ո էք*ս՝ л' 
ժր Հ 10 II

1
Ох

(1.2)
) = 

ду /
0
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на краях у = ± b

w = ч =---------  0 при 0 < х < с
dy

да =<р = О при с < х ■֊'֊. и (1.3)

М. = - Da^ - DK+ 4 (а„D* i = О
дуг дх* 10 \ (fy дх /

Решение системы (1.1). удовлетво­
ряющее граничным условиям (1.2), 
ищем в виде рядов

W-V UZm(y) Sin ~х

“ т-
f = 2фа (у) c°s— Л- (1.1) 

т-1

v = V i (у) sin -П^֊ х 
А т ■" а Л7=1

Подставляя (1.4) в (1.1) и исключая функции Фг>։ (у) и |„(у), придем 
к следующему дифференциальному уравнению для №,.,(>'):

*։Й(У) + h՝!՝ О". в» . АЛ
вм ՝ в„)

ю

[wLv(y) + x* 1^, 2 j а_“_ 
bss

^11____ / 2 , ^12 \ ^YL I
' Bn V ’ ) B22 f

Bi2 \ _ Г2Р I auhb- 
/ /i3 | 10 BKV ВJ '

֊-—( i - ֊“-&Л1
' aw вв6 /f U'" <y) -----(10 + A=X’a«5„) - BUX= +

^55 *^22 Bfif.

12P
10A3

(10 г A‘T=/i1A45) U7«(y) 0 (1-5)

m- 
k =-------

Л

Учшывая, что в уравнении (1.5) участвуют лишь четные производные.
ллр;о.1еристичсское уравнение представим в виде (М՜'.,, (у) = е՝'1у)

Z* ф fljZ2 4-<?2Z - ал = 0
где

Z = Л2ДГ

(1.6)

(1.7)
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а, - 10 . А1_ _ ^12/0 ՛ А-Л - 12/^44 

а„ 1 Нк && \ ^66 / 10Й

«3 ֊ !1-----дП „ (10 |- нйн
а^вквм\

12Р 
юлв„

(10 -Г Р#па») - 11

и - йгл£

При фиксированных значениях Р и упругих коэффициентов харак­
тер корней уравнения (1.6) находится в зависимости от числа полу­
волн т Численное исследование показывает, что при этом возможны 
три случая

а) 1 т одни из корней уравнения (1.6) отрицательный, а 
два других положительны. Этот вариант для случая неупругой пря­
моугольной пластинки с однородными граничными условиями подроб­
но исследован в работе [4] ;

б) гп, < гп все три корня положительны;
в) т > т.. действительный корень - положительный, а два дру­

гих комплексно-сопряженные.
Понятно, что /??, и /п, в зависимости от геометрических и физических 

параметров пластинки принимают различные значения.
Общие решения (1.5) для каждого из перечисленных случаев 

будут:
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б) (у) = С? §11 ш։у -г Ст’ СИ иду 4֊ Ст* $11 и>3у -ф

4֊ СЙ’ С11 <»ау 4- С<? §Ь е.3у 4- сЬ ш3у (1.11)

где а... и шд, как и в случае а), принимают значения (1.10). а будет-

Ш։= л1 =т|~2|/ ~тео$(т_т)՜“з՜ (1Д2)
в) Ц7,.։ (у) = с!’ 5Ь н։у — С),;' ей .о։у — (С;? со 8 /у 4- Й'51П /у) ей $у 4-

4֊ (С«’ соз /у 4- СЙ’51п /у) зй $у (1.13)
где

1 . —о---------<՛>! = — | 2а — а1 
К

_______  (1.14)
$ = 1 | « • V 4- Т '' = _1___________ 22_________

՝ А I 2 I ’ ‘а 12(5 4-1 4- Т») Р

здесь ант; определяются следующим об разом :
при с>0

5 = | -֊- 23 — . Г) = у ֊ созес 23

з < х" 9 /■ / 5 \3V •₽։=). |8у- ‘^ = 41/(т)
при с<0

а “ |/՜—созес 23— • »] = у — ;с1"2о

В дальнейшем, при определении критических усилий нз бесконечных 
систем уравнений (1.25). вполне достаточно оставить столько уравне­
ний. число которых меньше, чем ;.ч. Только поэтому формулы для слу­
чая ш > ш. не приводятся.

Имея выражения И/,,, (у), для определения Ф,.։ (у) и ?Л(у) получаем 
неоднородные дифференциальные уравнения. Не вдаваясь в подробно­
сти, приводим общие решения этих уравнений:

а) ф« (У) = С.5' -4։$ш<оду ■- Соз ш։у4- Ф!п (у)

т’гп (у) с!;/?։ соб^у 1 Сл'7?։ $։п «1։у ?!л(у)
(1.15)

б) фт (у) й’ л! 811 Ш։у ф С%-> л; С11 иЧу ф (у)

'■рт (у) = в\ С11 <0։у ; в\ з11 <»։у 4- (у) 
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где введены следующие обозначения:

«>!» (у) ей1 Л. ։Ь «.у ей’ Л,сЬ И,у + СЙ’ Л, ,у ■ СЙ։ Л, сЬ «.։у

•?1.(у) = сй)а2сь<м՛ ֊ сй’в,5ь«։у+сй'влй"<։>՛ 1 сХ’в^ь .■>,>՛
~ 4- Ат1,о1

։ — <70 - (/,<»•

£<> + £1*5
’ О՝(, -+• '

, ЯоТ£1‘>? . +
Л1 = у----- у.—г • А. — —-----и 0 4- о,«»; </0 4 </։<»2

(1.16)

* -е-т-) « ^з>

| 1ОЙ \ Н* / В* I /ум

г; .. _  № 1 / £м Ку։ + Ки \
10 акНи ( Н„ а՜ Н„ ) ’ ' ~ ' К)

.Удовлетворяя ։рзннчным условиям (1.3). для коэффициентов СЦ' н
С{т получаем следующие системы уравнении:
1) для асимметричных форм потерн устойчивости

л»։ 81П

Л։-Д։
|(Л. Л։) (ш3с<Ь ш^Ь — и>3сй1

4- (Л3— Л;) («։ — «։с1Ь ®Л>)| 5П1 —— .г |
а

V гп>
*” 4 —Л 

т=1л,^։ ։ -
[ (Л2 Л1) («а (ЧЬ «>ай - <•՝- с!Ь ю2й) 4՜

4-(-43— Л։՛ (и^сЛЬ «։Л - «>։с1Ь ®2й)] 51п—- х 4- ... = 0
м»т|'|1+1

(0<х<с)
(1.17)

^со, ^’"Лкд.- л,)(Л1։ М։)+(Л։ А,)(М,-.М.)|5|П — х \-
А>֊Л։ а

+ 2 с'4>4^гК/'»--<><Л|«--м>։ +
т-тх. ։

4- (Л,-Л,)(/И։ -.И,)]։1п—л + - • -0 
а
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2.1 для симметричных форм потери устойчивости

У Си’;|(А2 А.) («311։ ^>ЛЬ .՛•- 11։ ш..£) - (А, — АЛ («>։ <>\Ь 4- 
Л ֊ А.,

+ «"ЛЬ о»^)] §1П-^֊ Л-4- V См1 - ——[(А- - А|) (%‘»3(1т ">Л1юи>)
а «То а,-а2

4֊ (А, — А.) («-՛. И1 <»гЬ — И1 и>.,£) | ?1П х -— • = О
а

(0<Л<Г)
(1.18)

2с<„։>—^-[(Л֊ Л,)(.-»а И,-А.)(Л/, ;И.)|51П — л-
Л А։ — А. и

+ V <:!,;> сЬ"А[(А. а;)(л;։֊.и.)-г
л։-д3

где

4֊(А3֊ А8)(ЛГ; М>))$т — л- - ... = () 
а

(г<л-< а)

л, о^>+4. (««о_®։»,

И" /
Л!՜ — !Х^՝\ 4֊ -^֊ (—/л-5/?։.>А։

А* /.И2 — — -г 1 (24|/Л._.Й2У1_. / о:Ъ/^2 А.

Л!5 - — />«•’" з г —- ( ~ •.՛ А3

(1.19)

а для коэффициентов С«’. С՜^’, С«\ С^՝ имеем:

а) Сй1 = Сй> 81 п 4 ֊А3 сЧ' ей’. $1п А» — А,
8 И ч>..Ь А, Ас 8Н А։֊А։

ей*֊ с'2’ С08 А. А3 сй‘= сЧ՛ СО 8 и>!^ А։-А1
сЬ о>.,Ь Аз А- сЬ. о»а/? Аз-Аг ’

(1.20)

г» сй-=с>!' §Ъ А> - А, (-><՛»_  /-.(О— '-т ьЬ «1։/; А., а;
811 Ш2д Аз - А3 $И ч»3/> Аз֊А3

ей'֊ ей- сГ1 А1 Ал _  /՝(■.’) СИ и>хЬ А= ֊ А։
с 11 и»2д Аз - А., сЬ ыхЬ А3 - А3
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Учитывая, что наименьшее значение критического усилия полу­
чается в случае симметрии по отношению к оси х. в дальнейшем будем 
рассматривать лишь систему (1.18). Б то же время отметим что все 
дальнейшее исследование системы (1.18) аналогичным образом можно 
распространить и на (1-17).

Вводя обозначения

cos^Z, (Л> - /\) (М3 ֊ МА + (А3 A A (Mt - Лк)
Л3 — Ло т

(1 т</л։)
(1.21)

chy (Л> ֊ Лt) (М3 - Ж2) 4- < Д3 — Л г) (Л11 — МА
Д։ —Л2 т

(ту<^т < /т?г)

из (1.18) получим

V X»(l — A%)siii/n* = О (0<®<Р) 
т—1

(1.22)

V тХт sin тъ = О (р < « <к) 
/п-| 

где

Л,. _ . (А2—Л,)(i»>3th «»д/; — '>2thw.>b) (Л3—Л2)(о>։ tg*»yb tv.thw.d)
(Л,- л։)М - МА 4֊ (Л3 АА(Му-М2)

(1 т-<ту)
(1.23)

.. . (Д2 Л։) ('.ь3th vij/j— u^tli w2Z>) -f- (А3 — А2) (о՛, th шуЬ — «sth у>)т — I — W --- -------------------- ;--------—---- ' —------------------------■.----------------
(Л2 - Л,) (М, - МА 4֊ 03 ֊֊ Л2) (Л/։ -Л12)

(77?։<^/72 • /й2)

Продифференцируем первое уравнение (1.22) но умножим па 
cos <р;2 • (cos ։ cosO) а затем проинтегрируем по » от 0 до 6. Вто­
рое уравнение умножим на cos»/2-(cos0—cos®՝»՜’1'' и проинтегри­
руем по ® от 9 до к.

После перечисленных преобразований, используя формулы для 
интегральных представлений полиномов Лежандра [5]
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Уя(«>зЧ = Р„_,(со50) -р„,(СО55) = ф- Г«>^?Л£ а,
•՝ .) у соз ? — соз 9

ч о

‘2 \ 2 Г з։п тъ-соз а,/2 .=--------- I _ ... и'-
" К1 | СОБ 5 — СОЗ О 

о

1^) = Р„ -Рп (созб) =- =
3 V сое т> — СОЗ О 
о

_  Е
2 V 2 1՛ соз гс?-Я1П э/2 .

" ] Нт
и | СОЗ 0 соз-5 

»

пирные ряды-уравнения сведем к чнд-,

У /иЛ’«(I - ут (соз 0) - О
т 1

И) $ < Р)

(1.24)V /пА^уя(соз6) О 
т 1

Согласно |6] для определения неизвестных коэффициентов А'.,, получим 
следующую-бесконечную систему линейных однородных алгебраических 
уравнений:

Хп = V«,., Уш Л\ (и ֊1,2.3.,.) (1.25)«« 
т- I

Где

\ У«(со80)Ул(с<>5։,)^у^ = 
о

_ П1 пут (соз р 1 <„ (СОЗ 3) ГП у п (СОЗ 3) (СОЗ ?)
I 2 гг — тг

3
-- (у- (сове)4֊м ± |2 ֊2Рл , (сова) Р, (совз) +

О

• Р.;_1 (соз8)- р- (СОЗ.З)
I»- »

-IV рк (СОЗ 3) |соз ?/\и (СОЗ 3) — Р44,
Л-1

(соз 3)1 I
1

Для существования нетривиальных решений необходимо, чтобы опреде­
литель системы однородных уравнений

Ипг,1 Л и; .\ ГГ. 
т—I

Л'я = о (н֊ 1, 2. 3...) (1.27)

4 11.։|И‘1п։я АН Армян« мт ССР, \\«։Ха11нкэ, \'г I
•19



равнялся нулю. Раскрывая определитель. составленный из .сеченной 
системы уравнений (1.27), получим трансцендентное уравнение, peine- 
ним которого являются собственными значениями рассматриваемой за- 
да՝Л։. Наименьшее собственное значение будет критическим усилием

2. Так кик в случае ортотропного материала зависимость корней 
ч< характеристического уравнения от параметра т неявная, то дока- 
;ать сходимость процесса итераций не удается. Покажем это на при­
мере трансверсально изотропного материала [7] (/>'п -/Лг--/У1:. 2#w = 
= Л7(1 -г). Bta : В« /:’/2(1 >). Û« = </,.. 177).

Используя решение (8J для трансверсально изотропной пластинки 
и удовлетворяя граничным условиям (1.3). после преобразований, ана­
логичных преобразованиям § 1, парные ряды, представ;։ я кип не 
тричную форм՝, потери устойчивости, опять приводим к системе 
Выражение АД в этом случае (пр։; т > /л,) будет

г ('2-—')
. , , <»» .(Il <՛; .Ь — »’»olhw„Ô ' 2/> 'Nm = | — ГП —1----- —-------£----- ----------------------------

<-»i — u
где

Здесь сохранены обозначения |3|
После несложных преобразований выражения (2.2) приводим

си м ме- 
(1.22).

(2.1)

(2.2)

к виду

(2.3)

Учитывая (2.3), а ։акже то обстоятельс։но, что при больших т 
И1и>։^ • 111 ">2Ь — I, из (2.1) получаем, что имеет экспоненциальный 
порядок убывания, то есть

где 5 = 2֊Ь>а (2.4)

Далее, поскольку функции у,а i.vi и г„. (л՜) являются линейными комби­
нациями полиномов Лежандра, го при больших ш для них будем иметь 
следу кнцую оценку 15|. [б]

I *„»(*) II
И» О |.v' -- I -1 (2.5)

Процесс итераций будет сходящимся, если, согласно [9], определитель 
бесконечной матрицы коэффициентов системы (1.27) будет нормаль-

••
лым. Для этого необходимо, чтобы ряд V |ц,п.\я։| был сходящим 

»». гл-՛։
ся Это требование можно заменить условием сходимости рядов
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VI 

л—I
V (апт;\-ту- 

п. т—։л-т

Приведем именно такое доказательство, го есть докажем, что

У | апп л« I < «з
п-Л

V алт М» < °°
Я, т I

П * т

С учетом (1.26). (2.4) и (2.5) получим

У[«ЙЯЛ^|= V А/4 I у?(С0$б)^2.^< ^е֊яЬ֊ ֊—-<сс

•-։ л- ։ 1 Л л֊1 1 е

у-, т2
—< 4

я т

(пух туг\‘ г .՝ ■' тI п ' п т' £»—2<л« 
(п*-т?У

= V ПгМ-2лтКУтгп2т^тгУ\г1 с.^ 
я-։4 (п*-гп*У
л+т

п2------— {֊ ‘2 пт —---- — | №—-•——
<- у т՝՛ п т л .??п. т с_2тЬ

. 4 (п՝ — т՝)2я, т=1 ՝ '
Я ЦП

у т2 (я 4֊ т)-е-*,,,}‘ 1 у те ^тЪ
«т!4 пт(п- — т2)2 4 я •—.«(/? т)2л. <П—I ' • Л.П-։1 'пут

= V /Пе՜2՞11 V ------ -------- <՜ V £»֊3/яй / —--------- --- <՜ оо
Л £,«('։֊'")’ \3 т2)

шт

3. Приведем некоторые результаты численных вычислений, которые 
Проводились на ЭВМ <Минск-22» с программой, составленной на язы 
ко «Алгол». Были введены следующие обозначения [3]:

Рассчагривались пластинки с параметрами

— — — • Л, = А’о — 5, - 2; 5, *. = 0.3
Ь 5

при различных значениях отношении сторон а.!Ь и разных длинах за­
щемления £. В тех случаях, когда а;Ь 1.3, сходимость процесса бы­
ла достигнута уже при решении определителей второго и третьего по-
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рядка, а при а!Ь 2> 1.3—восьмого к десятого. Полученные результаты 
практически совпадали (наибольшее отклонение результатов состави­
ло 0.9%).

Для наглядности ««»лученных результатов на фиг. 2 приведены 
кривые изменения безразмерных усилии Р(26)?>|’^“'£)п (вычисленные из 
определителей третьего (а/Ь 1.3) и десятого (а/Ь > 1.3) порядка) 
в зависимости от длины участка защемления (£'. По оси абсцисс от­
ложено 8, а по оси ординат — безразмерный параметр у, равный отно­
шению критического усилия для данного $ к усилию, когда стороны 
у = ± Ь полностью свободно оперты (3 = 0).

Фиг. 2.

В том случае, когда все края пластинки шарнирно оперты (3 = 0), 
и системе (1.18) первое уравнение отпадает и остается только второе 
Нетривиальное решение при этом получается при условии:

^=х— (л = 1, 3, 5, ...) (3.1)
2

Очевидно, минимальное значение критического усилия получается при 
п = 1. Значения безразмерных усилий, вычисленных по (3.1). совпада­
ют с приведенными в [3] решениями.

Когда края пластинки у - ± Ь полностью заделаны (8 - г), коэф­
фициенты а^, в определителе системы (1.27) будут

_ (0 при п =/-- т 
пт — \

I 1 при п = т 
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я, следовательно, из определиделя получим

Л^-1-0 (/72 = 1,2,3,...) (3.2)

■куда для определения критическою усилия получается следующее 
"Знсцендентиое уравнение

(Л. — Лх) (ю31Ь — и>2 И1 и>Л) — (Л, — Д2) (ю։ 1<т<01 ь 4֊ и>цЦ1 (3.3)

Легко заметить, что уравнение (3.3) получается также из системы 
(1.18), если принять с - а.

В заключение выражаю благодарность Л. А. Мовсисяну за постоян­
ное внимание, оказанное при выполнении настоящей работы.
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АН Армянском ССР Поступила 2 XI 1979

!.. Վ. ԱԲՐԱՀԱՄՅԱՆ

ՕՐՏՈՏՐՈՊ ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ ՍԱԼԻ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՎԵՐԱՐԵՐՅԱ1 
ԽԱՌԸ ԵԶՐԱՅԻՆ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ամփոփում

Դիտարկվում է վերջավոր սահքի կոշտ ությոլն ունեցող է/րտսս/րոպ ուղ­
ղանկյուն սայ, որի երկու հանդիպակաց կողմերը աղատ հենված են, իսկ մյուս 
երկու կողմերի համար տրված են խառը պայմաններ։ Օէւքերը կիրառված են 
աղատ Հենված կողմերի վրա։

Սալի կայունության խնդրի հավասարումների Լուծումները փնտրվում են 
'եոլրյեի շարքերի տեսքով/ Եզրային պայմաններին րավարարելով ինտեդրման 
հասաատունների որոշման համ ար ստացվում են զէ/ւյզ շարք-հավասարո/մ- 
Ներ, որոնք քերվում են գծային հանրահաշվական համառես հավասարումների 
“■ '. վերք սիստեմի։ ծիղերի կրիտիկական տրմեքն երր որոշվում են այղ սիս­
տեմի որոշիչի ղրո լինելու պայմանից։ թեքվում են թվային արդյունքներ։

ON THE STABILITY OF ORTHOTROPIC RECTANGULAR 
PLATE WITH MIXED BOUNDARY CONDITIONS

l.. V. ABRAMIAN

S n m m a r y

The stability of an orthotropic rectangular plate with finite shear 
stiffness is determined. The two opposite sides of Ihe plate are freely 
supported; for the other two sides mixed boundary conditions are given. The 
forces are applied to those two opposite sides which are freely supported.
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The solutions of equations on the stability of the plate are taken in 
Fourier series. Satisfying boundary conditions for the constants of inte­
gration, dual series—equations are obtained, which are reduced to an 
infinite set of linear homogeneous equations. The values of critical forces 
are defined by equating the determinant of the set to zero. Numerical 
results are given.
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