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ПРОНИКАНИЕ ГОНКИХ ГЕЛ В УПРУГИЕ СРЕДЫ

Рассматривается задача о проникании юнкнх ։вердых тел к пер- 
коначально упругие среды Ряд задач о проникании тел в грунты рас
смотрен ii |1| Задачи о проникании тел в пластичес.ч у к: среду л. 1я ма
лых скорое гей рассматривалась в [2|.

Проникание тонких юл и жидкость исследовано в [3 5J.
В настоящей статье дается решение <алачи проникания гонкого 

твердого юла нрашспия в первоначально упругую среду,

1 Об одном решении <л vi иммегричной Задачи

Решение чисто упругой задачи [6. 7] показывает. >п<> вблизи гола 
следует учигыва.ь неупругое поведение материала, тогда для юнкнх 
тел можно ввести поверхность 5. отделяющую область упругого пове
дения материала от облаем։ разру
шения 7 (фиг I) вблизи тела.

Метод, развитый в настоящей 
статье, состоит в изучении фронта 
разрушения, который исходит из 
вершины тела, упругой области ։։։։• 
.5' и области разрушения позади V

Можно ввести ось л՜ по нор 
мали к свободной нонерхн к’ти сре
ды, снимающий полупространство, 
а через г гбод.чачт•. радиальную 
координату.

Уравнение поверхности юла 
можно взять в виде г г (.г, и, 
где г мало. / ест։ время с начала 
проникания, причем при / —0 гк — (\

Уравнение поверхности разрушения берется в вп :е / г \, при
чем предположено :0 - 1. ио :огд. мало, тогда можно им упругого ре
шения вблизи 5 взять асимптотик) для малых /. а тля решения позади 
5 пользоваться формулами. соответствующими переходу к большим <на-

г
чениям — • чти соответствует линейной аепмпютн.ке.
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Можно сделать различные предположения о характере разрушения 
среды позади 5. Если разрушение происходит вдоль площадок сколь
жения, то следует пользоваться уравнением пластического течения. 
При разрушении среды растягивающими кольцевыми напряжениями 
можно считать, что среда разрешалась вдоль меридиональных трещин 
и использовать уравнение |12]. причем решение задачи о проникании 
в такую среду дано в [6].

В настоящей статье решается задача для пластической среды.
В области между поверхностями 5 и 7՜ предполагаем, что имеется 

течение среды. описываемое уравнениями Мизеса [8, 9]

*ГГ--  б £66 5Н 3 *хх =г.г — 3
2 м Ь 2^

(1.1)
з|Г дкг и г 4уг

’ ՛''т՜՜?՜’ 44 ' ~Г' ~дх՜

где V,, V, ֊ компоненты скорости частиц, причем для гонких тел 
<4. | ՛. - постоянны । пре -л*.I текучести, где 6֊* есть правая
часть условия текучести

игг-5и'г ' 3«Л'- + (Зи — з.гл)5 + бз-, - 6"; (1.2)

Уравнение несжимаемости, записанное н основном порядке

41', 

чг
+ —= 0

Г

после интегрирования н удовлетворения кинематической! условия на 
дг

теле г՝г ֊—- лает

г. <?г.
= (։3>

Для интенсивности скорости деформации получится ։1<2---- -  Вводя

радиальную компоненту вектора перемещений С,

ЛЬ, (Шг (И), , 61'г
 = тг,  -  - ------- -?՛/ 

(И---------------41--------- о( 4г

можно после интегрирования найти

==г -Л (г2-г;) (1.4)

Условие на теле г — ге Сг=.г^ дает /՝(()) = 0. Считая, чтс (1.4) 
имеет место по обе стороны от .У. можно из начального условия по
лучить
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Полученное решение вблизи .S’, го есть для г ? £, диет

(1.6)

В упругой области вне поверхности 5 решение можно искать методом 
источников, причем для малых г урапнение S .можно записать в ви
де [6]

г = гДл-, Г) :о (1.7)

и, как будет видно из дальнейшего, ;0= const. Предполагаем, что
I, но :ог* мало, то есть для малых г# значение г из (1.7) также 

мало, поэтому можно записать асимптотическую формулу для вектора 
упругих перемещений при малых г в виде [6]

/(•г. О 
г

(1.8)

где /(-V, t) функция, определяемая из граничных условий на поверх
ности S. Для напряжений в упругой среде имеет место

- 'А
ди, 
дх

'и

(1.9)

ди, и, дих•а = ------ ---- ----- -
дг г дх

Тогда из (1.8) л (1.9) следует

д.^о, 0 3֊ 2^22^21. O,r = o (i.io)
г- г~

Условия из поверхности 5 при г -֊ в силу малости V, приводятся 
к непрерывности нормальных перемещений и — и, и напряжений эг, 
по (1.1) и (1,10). причем из (1.1) можно получить б области течения 

—тЛ, згг з. Для определения в области тече
ния можно использовать упрощенные уравнения движения

00,, 
дг -= О, «г/-*3М = - 2*<

откуда

= 2м 1п г -f (X, /) (UI)

где у(х, Z) — произвольная функция.
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В силу того, что и поэтому Ur ~ . для г — из ус

ловия Ur iir согласно (1.8) имеем

rj = 2/(x, t) (1.12)

Условие непрерывности ~г. при г = г^п дает по (1.10) и (1.1!)

2-, In г,։, -|- <? (х. /) = —(M3)
Г1 ’<>

Подставляя /(х, Z) из (1.12) в (1.13), получим

®(х, /) ֊4(1‘ 2?-ЛпгЛ50)
■о

я тогда из (I.11) напряжение в области течения будет равно

I1 
'2 
ч0

Подставляя (1.10) н условие (1.2). где Ъг ~ 0. можно найти

(1.14)

причем на теле при г — л

-Следует отметить, что решение и, — г — рг г֊ приводит к не

прерывности У, ՝ при переходе через г - г^9. Однако асимпто

тическое сращивание решения иг = г 1'(г- — ф, имеющим место 
при г^>лк%. не единственно, поскольку можно выбрать 

где с~г- —постоянные.
Поэтому следует, вообще говоря, для выбора единственного реше 

ним взять уравнение энергия па фронте г — иля уравнение ударной 
адиабаты [10]

^1֊«’2=— (*е,- -о,,) ~ГГ, ^Г--Х <и5>

2=—— % 0 с/г 11

где е энергия на единицу массы, индекс 1 щет величины впереди, а 
индекс 2 — позади поверхности г — г4:0.
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Позади 5

г. ог.
г-' ~----- 77Г ’ *гт '2՜ 1,1 г + с <х-г ш

Впереди 5

„„ ±Л^Г (1.16)
г г 0։

»г,=г.2։>^- = -2^11^1 (1.17)
аг г1

Значения е?) 3 имеют вил 110)

^ = ^(Л) + 2^-зйг
' >< ■’«՝

(1.18)
ч^2 ~ е0 ( / л) - £л Т 2~

где Л.? температура, с5 энергия разрушения, ес{'Г) = сТ, а по
следние слагаемые соответствуют внутренней энергии |11] упругой об
ласти и внутренней энергии пластической области в начале ее образо
вания или ее значению на поверхности разрушения соответственно. 
Подставляя упругое решение (1.16) в (1.10), можно получить

2у/(л\ /) (1.19)

Используя соотношения (1.15), (1.16). (1.17), (1.18), можем найти

о/ Ог дг
֊5Г сТ^сТ^ <120>

Предполагая постоянство выражения £> сТ.2- г'1\ ~ сл и

полагая можно из (1.19), (1.20) получит։»

г сГг~~сТу^1

< * 7 л с* Т*
В предположении, что 1. получаем а — 1 и

1՜
решение дается (1.16), (1.17).

Решение впереди 5 ит

Используя (1.19) и условие при г= г,Е(1 = зГг։. из (1.16), (1.17)
можно получить для Г<^Г^



*(*. 0 = V, (1 4֊21пг/,0)

На поверхности тела получится

(1,22)

(1.23)

2. Определение движения конуса

Рассмотрим задачу о проникании конуса с углом полураствора 0. 
тогда гк х)3 и. предполагая, что на теле имеется граничное 
условие 

где Л՛,֊ коэффициент трения, можно для силы сопротивления прони 
калия получить

до •
Р = 2« (/ -V) р (® т *։) Ьг Лх

'о 
или

/^=- + (2.1)

Записывая <акои движения гола массы гп

т['{I) =—Р

получим после интегрирования с учетом (1.23)

/,։ = |Л . А. (? I Л,),, Л т 1п±5. V
Зт \ * тЛ /

где V есть начальная скорость тела.
Условие /'(/) = 0 дает для максимальной глубины проникания еле 

тующее выражение

Злгг՛'-
2^ 0 +1п^(р

(2.2)
*։)?

3. Определение максимальной глубины проникания 
для цилиндрического тели, переходящего в конус

Рассмотрим цилиндрическую часть тела, которая переходит в кри
волинейный конус с уравнением образующей (фиг. 2)

=''о — ? (г> — < —(ЗЯ)



Вначале предположено, что вдоль цилиндра среда примыкает к 
телу и А։^0.

Для силы сопротивления в момент времени I. соответствующий 
полному погружению конической части тела, или при можно по
лучить

(։ + 1п [-Г-рл.с"’ + ±0е + *։м/-։)] (3.2)

Фиг. 2.

Уравнение движения в угом случае исследовано ниже. Для задачи с от 
сутствием силы сопротивления на цилиндрической части (&, =- 0) ура в 
пенне движения будет

яри />С

После интегрирования получим

В/г.;՝ 1 4֊ —
2

(3.3)

Г - ¥ = ֊ 0 +111V֊) С<ТТ -4՜) </ ֊ г’>
где с։ скорость тела в момент, когда /=- или при полном погруже
нии конуса.

При / <4 уравнение движения тела имеет вил

± + *,/ ֊ Кг1 _^-(С _/)֊ +
2 *|1

й։
+ ֊ (С֊/)

2*։_ 
М-1

С ֊/Г1 (3.5)
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После интегрирования и складывания с (3.4) с учетом того, «по при 
/—ч /' = 1/Р получим

З.-Ц , ^,г՛5
Р 2(2.4- 1)(. - 1) 1 (. !)(*-+֊ 2)

где V' начальная скорость.
При /' = 0 / = /1П„ и для /та1 получится

1 то՝
V ։ 1 •> / иа \Зл.Г ՛։ 4֊ 4 Г?' 4^ (1 4- 1п^-) 

*т1 2 ՛ \ М /

। ։22- 
(2. 4-1) (. 4-1) 2(>4֊2)

При с - I. то есть для тела с прямолинейной конусной частью.

(3.6)

Отметим, что определение /(;1.х для погружения криволинейного кону 
са. то есть формулы, подобной (2.2), при . I является довольно слож
ной задачей и в настоящей работе не рассмотрено.

Вычислим /В1а1 с учетом, что на цилиндрической части =# 0. Для 
силы сопротивления имеем формулу (3.2). Проводя тс же рассуждения 
для /ш։։, будем иметь формулу при /1па։>'.

8 •՛>' 4-1 г+1 ______  2< _
ГХ (2.4 1)(* И)’՜ (*4-1)(* 2)

тъ-

2«- /|
(3.8)

Формулы (3.6), (3.8) верны при С</тах или при С<С,Э, где критиче
ская высота конуса, для которой ^>=/П1а1, дается (2.2) (фиг. 3). При 
С>С0 для /т։։ имеет место (2.2).
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При v = I формула (3.8) переходит в формулу

т -и-

। W+А)?

А1
На фиг. 3 приведены зависи

мости /П1л։ от для конического 
тела, переходящего в цилиндр для 
3 ^0.22 рад см' ՝. /г, 0.15, а=1. 
Кривые I. U соответствуют прямому 
конусу, кривые III, IV — конусу с 
криволинейной образующей:

i -V —1 /.’։֊/.() (на цилиндре).
II v — 1 /?х — 0 (на цилиндре), 

ПГ—v= 1.3 k} i 0 (на цилиндре), 
IV 7=1.3 k. — 0 (на цилиндре).

Как видно из кривых, наименьшее значение /1ПЯХ (при v= 1) соот 
ветствует то есть погружению конуса.

4. Экспериментальное исследование проникании
I

Для экспериментального исследования проникания в 112] приме
нялся композиционный материал, полученный армированием железно
го порошка марки ПЖ2М произвольно ориентированными дискретны 
мп стальными волокнами, изготовленными из мерной резной стальной 
проволоки диаметром 0.28 .из? марки сталь-55 с отношением длины во
локна к диаметру Ltd 100.

В качестве проникающего тела использовалось тонкое твердое 
тело.

Результаты исследований, приведенные на фиг. 4, показывают, что 
наибольшая глубина достигается для образцов, полученных из неармн- 
рованного материала (К, - 0). а с увеличением объемной доли эрми 
рующих волокон V, глубина проникания тела уменьшается. Это сия 
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за но с тем, что в композиционном материале армирующие волокна об
разуют прочный каркас, жесткость которого растет с увеличением кон
центрации волокон, препятствующих прониканию тела.

При этом волокна испытывают растягивающие напряжения. После 
проникания размер кратера не превышал 1.3 1.4 диаметра села. В 
процессе проникания в железный образец образовались незначитель
ные трещины, которые занимали небольшой участок.

Фиг. 4.

Но формулам (2.2). (3.5), (3.7) при и ֊ I и по формуле (3.5) при 
а — 0.8 (фиг 4) (соответственно кривые 2, 3, 4, о. Кривая I Зкспсри 
ментальная) были рассчитаны глубины проникания тела в неармиро- 
ванный железный образен и композиционный материал с различной до
лей волокон

Приближенный расчет прочноечпых характеристик и модуля едки 
га для композиционного материала с ра ыпчной долей армирующих во
локон проводился согласно [13].

Прочность композиции при армировании дискретными волокнами 
рассчитывалась по формуле [13. I I]

%
(I -

. I И.)

где 5Н предел прочности при растяжении волокна, / - напряжс 
нис течения материала матрицы (армируемого материала) в момент 
разрушения волокон (принимается равным предел՝, текучести матри
цы [И]); I длина дискретного волокна; — наименьшая длина, при 
которой дискретное волокно может разрушаться в композиции (рас
считывается по [5]); а 0.5, если напряжение, развиваемое и волок 
нах. возрастает линейно от концов к середине.

Считая -, определяли из г» — ~^=՜’ Модуль сдвига

вычисляли по формуле
&_________ ____________

'и 0\(1~И.)-Ьбм^ 
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i ll фиг. > видно, что с экспериментальными данными больше всего схо
дятся кривые -I. 5, полученные по формуле (3.6). го есть при отсутствии 
силы трения на цилиндрической части, что объясняется появлением 
кратера «; размером, большим диаметра проникающего тела. При этом 
наилучшее соответствие получено с учетом энергетических эффектов 
(кривая 5. фиг. 4).

Были проделаны также эксперименты по прониканию в образцы, 
сделанные из дюралюминия с - — 45 w из.'-, р 0.7 • 1</ лг.слг. Глу
бина проникания тела для всех образцов оказалась равной (4 1.5 1) мм.
Из опытов найдено, что :0 const, то есть поверх поить 5 подобна 
поверхности /’. Расчеты по формулам (3.6) и (3.8) дают соответственно 
Г|, = 4*45 см. /I1U։ — 3.28 см. Как и прежде, хорошее соответствие с 

экспериментом дает формула (3.6).
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Դիտարկված Լ սուր ծայրով, րարակ, պտտման պինդ մարմնի ներթտ - 
վէանրոէմր նախապես ա ո աձդակէոն միջավայրի մեջ: Են թ ա դրվու մ Լ, որ ներ 
թափանցմ ան պահիւ] առաջանում / մարմնի ծայրից սկսվող րայքայմէսն ճա
կատէ ճակատի հետևի մասում միջավայրի շտրմ ում ր նկարագրվում է իդեալա - 
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THE PENETRATION՜ OF THIN BODIES INTO ELASTIC MEDIA

A. G BAGDOI V. A. A. VANTSlAK

S n hi in a r y

The problem g( penetration oi a thin pointed body oi revolution 
into an initially elastic medium is considered.
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Ii is supposed that ir< n՜ the penetration moment a fracture front 
propagating from the body's vertex is formed.

Behind the front the motion of the medium determined by the equations 
for an ideal plastic problem fakes place. Ahead of it the medium is clastic. 
An effective solution of the problem Is given. The maximal depth of 
penetration for a cone and a body shaped as a curvelinear cone conver
ting to a cylinder is determined. For the latter the calculations are made 
both for the cases of presence and absence of friction of the medium 
against the cylindrical part of the body.

It is shown that in the problem without friction along the cylindri
cal part a good agreement with the experimental curve, obtained for the 
problem of penetration into metal composites, Is obtained.
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