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Г В. ШАХАЗИЗЯН

СПЛЮЩИВАНИЕ ТРЕХСЛОЙНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ОБОЛОЧКИ В УСЛОВИЯХ ПОЛЗУЧЕСТИ И СТАРЕНИЯ

Вопрос о деформировании тонких овальных оболочек (колец) при 
внешнем давлении рассмотрен многими исследователями.

Часть авторов представляет отклонение срединной линии оболочки от 
окружности пропорциональным косинус} двойного полярного угла, как 
было предложено С. П. Тимошенко | 1]. Такой подход наблюдается в ра
ботах [6, 13. 15—17] и др.

Однако задание формы срединной линии в таком виде не позволяет 
исследовать поведение оболочки при больших прогибах.

В работах 14. 5. 8—12] и др. форма некругового кольца в любом мо
мент времени аппроксимируется сопряжением двух дуг окружностей, что 
позволяет исследовать деформирование вплоть до сплющивания.

Подробный анализ различных постановок исследования деформиро
вания тонкостенных цилиндрических оболочек приведен н обзорной ста
тье [ 101.

В данной работе рассматривается задача сплющивания длинной, слег
ка опальной, грехслойном цилиндрической оболочки под действием внеш-

Фиг. 1.

Ц]. При этом о точке сопряжения С

него равнораспределенного давле
ния. Материал тонких внешних и 
внутренних слоев считается упру
гим, а для среднего слоя имеют 
место соотношения наследственной 
теории ползучести Г. Н. Маслова — 
Н. X. Арутюняна [2|.

$ /. Общие зависимости. Вви
ду большой длины оболочки влия
нием краевых закреплений можно 
пренебречь и рассматривать кольцо 
единичной ширины. Будем считать, 
что в любой момент времени коль
цо имеет две оси симметрии и ап
проксимируем форму кольца кри
вой, полученной сопряжением двух 
окружностей с радиусами и R? 
радиусы с меньшим диаметром кольца

составляют угол Ч (фиг. 1). значение которого до нагружения примем
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л/4. Кроме того, для простоты вычислений предполагаем, что длины 
дуг /1,С и z'1-.C срединной линии 8 процессе деформирования кольца не из
меняются [10].

Принимаем гипотезу недсформируемых нормалей

\ = (1.1)

Индекс i здесь и всюду ниже будет принимать значения I и 2, соответ
ствующие сечениям .4, и А2.

Напряжения в крайних слоях определяются формулой

(1.2)

В среднем слое согласно соотношениям [2] имеем
г

=до=т^(е,(о- «о*]֊L—ч</-- а-з? 
1 —у՜ J 1 — ?

где
у

- ». u | J.t

*('. :) = ’j(-)֊7 ' dy (1.4)
с5(-) E2(-)J

Резольвента ядра ползучести —

K(t. z) = -£,(,) A|_L_ + T(t)[l (1.5)
d: I £,(-.) I

Здесь

*j(') = f[i 1 '«•(•)£г(-)Ь V (’)-bnOJhW —т}
A (1-6)

?G)=Co 1--^’ £2(t) = ^(l -?e-’)

Для старого материала

?(’) = CW £2 (-) = £>
Будем иметь

/e (/, z) = >. = ~£jc,։ т, = ,(i - £;c,> (1.7)

В сечениях результирующая сила V, и результирующий момент Mi 
как функции напряжений имеют вид

h
J^i= ( = . +3;)A-i-j ■z.dz

Л

Mi = c.j Lh 4- z.zdz

■h
Гэ



Используя выражения напряжений в слоях (1.2). (1.3) и (1.8). получаем

Л,(О - н{[Й(0 н£]е,(О- (:)։,(*) Я (Г, -■)</֊■ 1

4 (’,9>
•ч(о ./jifiw ■ 3|.£;]мо - i* й (•֊)»: (о л о, 

ч
где

Н 2h, J 1. —. /rj(» £!֊- —(1.10)
3 /i 1 — т8 1 —*։

а

• I >
Г' Я, R,,

Здесь R,, значения радиусов А* до деформаций оболочки.

§ 2. Условия статики 5 равнения равновесия четверти кольца запи
шем и виде

М -• Я* («I 4֊ Л), .7, - 9. (а, + А)

М. - М. ~ 0.5 g. (а3-а’)

Из фиг. 1 имеем

а։ = /?. т (R. — А։) sin ՛֊?
а. ~ R* — (Rz - Л\) eos ? (2-$)

Условие нерастяжнмостн дуг .4.С и AZC дает

/?,= /?*-֊- (2.3)
2 - _ 4?

Для удобства введем следующие безразмерные параметры

Изменения крнинзи (I 10) i учетом (23) и безразмерных параметров (2.4) 
и (2.5). принимаю՛! вид

• ’=>■

а 

i 1

4т

г։=^

k --

Rt
А\о

h
" kJ

rx =

E(t)

JL
R\4

й(/) 
£■;

(2-4)

И i (2.3). учитывая (2.4). будем иметь

r՝ 1
1

Г-. =
Г»

I - ?
(2.5)
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= -1.֊ 1 = ь, х„ — - — ~ -^֊ (2.6)
Гу Г2 г2о I —

Из моментного уравнения равновесия (2.1) с учетом (1.9). (1.10). (2.4). 
(2.6) получаем нелинейное интегральное уравнение типа Вольтсрра отно

сительно функций Ф (^)

2&Ч/-М+ 1)
Згда

(£+3f).*- f

• cos — (1-<4 cos՝՜՜՜՜ (1-Ф) 1 (2.7)
1 — ф 4 4

■откуда 

где

Q = “ТТзУ1гТ7 sin T(1 ■" sin2՜! (1 “ J}
\1 ՛!> 1 ф/ (1 -f- ф 4 4

4—cos —(1—>)—cos2—(1 ?) '
1—ф 4 4 I

Подставляя выражение R (t. т) из (1.4) в (2.7). после некоторых преоб
разований получим

.4

9

I t
Р(-)Ф(-)е 1 d- | Е(у)е dl]\ <7 (0 6 (9. /) (2.9)

где

А 2^(rw 1)
Згэд

(2.Ю)

6 ('!>, Ъ = | г20
1 -

тс
sin — (1 ) sin՜ —(1 

4
J

1 +

г20
1- +

cos — (1 - Ь) cos՞ — (1
4 4
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Применяя к (2.9) формулу Дирихле о преобразовании двукратного инте
грала, дифференцируя по I и обозначая ф = и», получим

Л {[£(,) +ЭД» (/) £(/)[,(/) ;]>(.') +

+ £■(<)«'■ ^Р(-)Ф(֊)«'' </-| = </(09(+, 0 + <г(00(^,/) (2.11)

I 

(ч(*И« 
м

Умножая обе части уравнения (2.11) на е' , дифференцируя 
по / и произведя необходимые выкладки, приходим к системе из двух диф
ференциальных уравнений первого порядка с переменными коэффициен
тами

•1> = н>

О' (2.12)Ш ==.-------------- ----------------
А (£ |-351)-7В( ?, О

где

= дС(?> !)<•>՝ + О—ЗрЛ]( т, -

- А՝{Е + 2В(9, /)?) ф ф (/,• -

Здесь введены обозначения

В(Ь1) 2* 1___ г ап'?
(1 4-9)3' (1 - У-)՜-՜ я։п—(1 — ;)—я'нг—(1 А 4՜ 

4 4

соз— (1 —'5) соз՛'—(1 ՛>)
4 4

~гго 
8

•?)-5.п-г(1 - <*) 
4

81П — (1 — •>) соз —(1 ■՝■') 
2 4

(2.13)

3

— з։п*-^(1
4

га>(1 - ЗЯ 
(1-97 '

- 1
2 .(14

соз-у(1 - р) 4- г® 
4

_ 4- Гм ‘
3 (1 -

Зга

О֊’?)4

звп — (1 — ьу —

81П -^-(1 — И 
4

1^12
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cos (1 ■՛)
4

“ f 2f> Г a,
2 (1 -!.*)2 " (1 ֊ *)’

'‘r* 
32

cos՝’-(1 0)
4

sin (1 /) — sin —(1
2 4

(I + •»)« 1 - 4=
2 cos — (1 j) -r sin — (1 

4

Принимая I — г,. из (2.9) и (2.11) получим начальные условия системы 
дифференциальных уравнений (2.12)

Д1£(ч)-ьЗи|-'г1 <Н^)*<*։>

.0 - /;(н)Н(ч1 1191->֊ <7(п)^(л) (2 14)
1 ՝ Л[£(-:1) -ьЗр| В(?։)7(чГ

где ф,—действительный, наименьший, положительный корень первого 
(трансцендентного) уравнения начальных условий (2.14).

§ 3. Критическое время ободочки. В процессе сплющивания под дей
ствием равномерного давления кольцо деформируется так. что наибольший 
радиус /? неограниченно увеличивается, появляется горизонтальный уча
сток А-С. который затем начинает продавливаться.

Ограничимся определением времени 7'. при котором появляется гори
зонтальный участок А.С (/?г -со) 15].

Время Т назовем критическим временем сплющивания оболочки.
Определим значение </ Ч.., при котором сплющивание происходят в

начальный момент Т = т։. Из (2.8) при / ~ т, и ф-* 1 (г. ֊ со) имеем

1. | 64 К' ( /*24, П Г г- / . . О Iч- |1П? ч - . ■ ^—2-,------- (т>’ + 3։‘1
ф-։ 3”г21)(-г?0 4-4)

(3.1)

назовем мгновенным критическим давлением. Длительное критическое 
давление р определится из условия ф ֊* 1 при I — оэ. В случае старого 
материала (1.7) предельным переходом при I >-оо из (2.8) получим

7.0
64 к* (г,*

3~гд>("г20 4)
[£дл : ЭД (3.2)

где £. Г
•*1

Для каждого значения (/, находящегося между ((,, и д существует 
критическое время 7 , при котором происходит «сплющивание» оболочки.

§ 4. Задачи релаксации. Можно поставить обратную задачу. Опреде
лить закон изменения д при котором овальность кольца ՛• ~ 

ai —(2п ' /= ---------— остается постоянной во времени о(/) “'Лч) const.
П։ 1 Q;
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Принимая к (2.8) 0։ '?('։) - const, получим

E(t) 3« Cf (-)£(/,

(4.1)</(/)= .4 л
Q

cos - (1 - -1) — cos2 — (I
4 4

Отсюда

qjt'i = 1
Q(-j) f<"i) i 3!1

(4.2)

Из выражения (4.2) следует, что q(t) — монотонно убывающая функция.

§ 5.--Численный пример и основные выводы. В качестве примера возь
мем железобетонную оболочку (трубу) под действием равномерного, по
стоянного давления </(/)=<? —const с начальной овальностью % 

֊  ֊z—=0.01 при значениях параметров Ег — 2 10* л-г/елг. Лф =
аю г а»

= 4.82 10 ՝, £0 - 2-10' Ki/елг, С{, = 0.9 10 ՝ слё/к։, « - 0.03 1 день. 
3 = 1, ; =0.026 1;день.

На основании численного интегрирования системы дифференциаль
ных уравнений (2.12) с начальными условиями (2.14) и соотношения (2.5). 
а также уравнения (4.2). произведенного на ЭВМ «ЕС-1022». построены 
графики (,(t ) и г (I) от момента т, до / (фиг. 2).

Фиг. 2.

«0



Для разных значений и на фиг. 3 изображено <?., (т,). На фиг. 4 пред
ставлены кривые релаксации (4.2) для различных р и т,. когда </(т,) 
= 0.9 ди.

Из графиков заключаем, что е увеличением относительной толщины 
р усиливающих слоев значительно увеличиваются </.„ и Ц-о.'Цо-

Старение материала приводит к существенному увеличению крити
ческого давления мгновенной устойчивости (фиг. 3).

При неизменной овальности (фиг. 4) процесс релаксации напряжении 
протекает интенсивнее с увеличением возраста материала г, и уменьшением 
толщины усиливающих слоев Ц. ,

6 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 6
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2. 1Լ Շ1ԱԱԱ1՚Ա:ԱԼՆ
ԵՌԱՇԵՐՏ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ՌԱ՚ԼԱՆՌԻ ՏԱՓԱԿԱՑՈՒՄԸ ՍՈՂՔԻ ԵՎ ՄԵՐԱՑՄԱՆ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐՈՒՄ

II. մ փ ւ» փ ո ւ մ
Հոդվածում բերվում Լ երկար, թեթևակի ձվաձև (օվալ ային ՝), եոաշերա 

պլանային թաղանթի ւոափակացմ ան խնդիրը արտա բին հավասարաչափ 
բաշխված ճնշման տղդեցսէթ յան աակ։

Բարակ արտաբին հ ներքին շերտերի նյութր ընդունվում Լ աոաձդական, 
իսկ միջին շերտի համար .տշվի Լ առնվում սււդրր ըստ Մ ասլով-Հարություն- 
յանի մ ավանդական ութ յան ահսոլթ յան։

Հավ ասարակշոո! թյան հավասարումը րերվամ է Վռլտերի տիպի ոչ- 
դծային ինէոեդրալ հավասարման, որից ստացվում Լ աոաջին կարպի փոփո- 
ի։ ական պործ ակիցներւէվ երկու դիֆՀիերենցիտլ Հավասարումների}] ըաղկա- 
ց ա ժ սիս տ եմ ր ։

Երկաթրեւոոնե թաղանթի (խողովակի) օրինակի վրա ում եղացնող շեր
տերի հարաբերական հաստ Ութ յան և ըեէոոնի տարիք1! տարրեր արմե բների 
դեպքում դիֆֆերենցիալ հավասարումների սիստեմի Բվային ինռ։ եպրմսւն 
արդչոլնբները ներկայացված են պրաֆիկների միջոցով։

Բ՚Աէղսէնթ ի տափակացման ակն թ այւթսւ յին ե երկա/ւասւե կրիտիկական 
ճնշման սյւօշման Համար ււասւյյվ ած են անալիտիկ ա րւռ ահ տ / տ ո թ ւ յունն եր .-

THE FLATTENING OF A THREE-SHEET CYLINDRICAL 
SHELL UNDER THE CONDITIONS OF CREEPING AND AGING

H. R. SHAHAZ1ZIAN

S u tn rn a r y

The problem lor the flattening of a long, slightly oval, three-sheet 
cylindrical shell under the influence of uniformly distributed external 
pressure is considered.

The material of the thin external and internal layers is assumed 
to be elastic while for the middle layer the relations of the hereditory 
creeping theory of Maslov-Harutunian are valid.

The equation of equilibrium is finally reduced to Volterra's non
linear integral equation from which a system of two differential equations 
with variable factors is obtained.
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The diagrams represent the results of numerical integration of the 
system of differential equations, exam pled by a reinforced concrete 
pipe with different relative thickness of strengthening layers and dif
ferent age concrete.

Anaiitical expressions are obtained to determine the instantaneous 
and prolonged critical pressure for the flattening of the shell.
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