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ОПТИМИЗАЦИЯ БАЛОК С УЧЕТОМ УПРУГОСТИ 
ОСНОВАНИЯ

В данной работе рассматривается задача определения формы балки 
на упругом основании. При фиксированном объеме материала максимизи
руется изгибная жесткость. Вщродятся необходимые условия оптимально
сти и с их помощью проводятся аналитические исследования и численные 
расчеты. Изучается влияние упругости основания на оптимальные формы 
балок. Ранее задачи оптимизации стержней с учетом упругости заделки 
рассматривались в [ 1, 2].

§ 1. Постановка залачи п условие оптимальности. Рассмотрим в пря
моугольной системе координат ху задачу о равновесии балки переменной 
толщины /ï = /l(x). лежащей на упругом основании (у 0) и шарнирно 
закрепленной в точках л = ± /, у — 0. Балка нагружена распределенной 
нагрузкой <?(х). Возникающее распределение прогибов балки обозначим 
через и(х). Предполагается, что реакция основания в точке х пропорцио
нальна величии։՛ прогибов ч(х). Распределение прогибов находится из ре
шения краевой задачи для уравнения равновесия

A m {hm и sx) кх ֊}֊ Си = q (1.1 )
с граничными условиями

(«)х_ ./в(Л'"мл-ж)л. /=° (1-2)
где константа С — жесткость основания, а >>1 — параметр. определяющий 
структуру поперечного сечения балки. Для сплошных балок прямоуголь
ного поперечного сечения переменной толщины h и постоянной ширины 6. 
значение tn равно 3. а Л։ = Afr/12. Для трехслойных балок прямоугольно
го поперечного сечения '/< - I, /I, = EHÎb/J (1—v՜-), где Н—постоян
ная толщина среднего слоя. Переменная Г2 >(х) в последнем случае 
(ut I) имеет смысл толщины внешних армирующих слоев.

В качестве функционала задачи примем «податливость» упругой 
•системы [3. 4]

{
К— ^qudx (1.3)

—/
Распределение толщины по балке выбирается в качестве искомой 

управляющей функции, причем рассматриваются такие распределения 
Л(л), Для которых удовлетворяется изопериметрическое условие
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\Ь(х>Их=У (1.4)

где V—заданная константа.
Сведем задачу оптимизации (1.1)—(1.4) к вариационной задаче без 

дифференциальных связей. Для этого воспользуемся известным вариа
ционным принципом, согласно которому действительное распределение 
прогибов м(х) доставляет минимум функционалу [5|.

I
[= (.4„,Л'"и;д Си2 — '2 ди) Их (1.5)

- 1 •
Для действительного распределения прогибов справедливо также равен
ство ——/. Учитывая равенство X ——У и вариационным принцип, 
получаем X = — ГШПЯ/. Данная формула позволяет свести сформулиро
ванную выше задачу оптимизации (1.1)֊—(1.4) к вариационной задаче 
без дифференциальных связен

К* = гтпАХ = — тахлт։п41֊/ (1.6)

Следует заметить, что минимум но г/ в ( 1.6) разыскивается для всех 
и, удовлетворяющих граничным условиям и(—I) — и(1) ~ 0 (второе гра
ничное условие ( 1.2) является естественным для функционала /), а мак
симум ищется при изопериметрическом условии (1.4).

§ 2. Исследование условии оптимальности. Выпишем выражение для 
первой вариации функционала / через вариации би, 6А и воспользуемся 
необходимым условием экстремума 6/ ~ 0. Из условия б/ = 0 и произ
вольности вариации б.՛/ (—/<х<7) вытекает, что и удовлетворяет урав
нению (1.1) и. кроме того, экстремальные распределения и и Л подчинены 
равенству

/
|л"'“'и!,гл^=о (2.1)

-/
Вариации 6/1 в силу изопериметрического условия (1.4) должна удовлетво
рять ограничению

I
[ъ/гИх'-О (2.2)

-I
Из (2.1), (2.2) получаем искомое условие оптимальности

л’-'Л, = ).» (2.3)

Здесь Л2—неизвестная постоянная (множитель Лагранжа), для опреде
ления которой служит изопериметрическое условие (1.4).
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С использованием условия (2.3) приходим к замкнутой краевой за
даче (1.1), (1.2). (1.4), (2.3), служащей для определения функций и н А. 
Соотношение (2.3) получено из условия стационарности интеграла / и. 
следовательно, представляет собой необходимое условие минимума функ-* 
иионала А

В случае т = 1 можно показать, что это условие является не только 
необходимым, но и достаточным 16].

§ 3. Случай сосредоточенной нагрузки. Если прикладываемая к балке 
нагрузка представляет собой сосредоточенную силу Рб(х- х„). действую
щую в точке х — х... то податливость К Ри(х„) и сформулированная за
дача оптимизации сводится к минимизации величины прогиба «(х„). Пред
положим, что сила приложена в центре, то есть х, _ 0. Для удобства, вме
сто задачи минимизации прогиба н этой точке при заданной нагрузке Р 
рассмотрим двойственную ей задачу. Максимальное значение силы обозна
чим через Pjf. В двойственной задаче величина прогиба в точке х., = 0 
предполагается заданной, то есть «(()) = У (г— заданная константа), а 
максимизируется значение силы Р. вызывающей данный прогиб балки.

С учетом симметрии относительно точки х = 0 приходим к вариацион
ной задаче

.1
= шах/, min« — I {А ,<,А Пл-,- 4 Cir)dc (3.1)

и J
fl

Внутренний минимум по и в (3.1) разыскивается на классе функций •՛.՛. 
удовлетворяющих граничным условиям

M(0)-v, м(/) = 0, (AVjx-/ = 0 (3.2)

и> (0) 0 при/г (0) /=(),(/?'/л-,)»—■;■ 0 при Л(0) 0 (3.3)

Краевые условия (3.3) означают, что если толщина балки в точке \ = Г) 
отлична от нуля, то распределение прогибов в точке х = 0 является глад
кой функцией

Исследование задачи (3.1)— (3.3) при С 0 содержится в рабо
те [7].

§ 4. //рименснис метода возмущений.. Для решения задачи оптимиза
ции (3.1)- (3.3) воспользуемся методом возмущений и определим опти
мальные формы сплошных балок (м 3) в случае малых жесткостей 
основания, то есть при С е < I. Представим искомые величины в виде 
рядов по ма лому параметру

и и,, su։ А — sAj-4-..., Р - Р0 4- tP։ -ь... (4.1)

Аналогичное разложение используется и для А. Подставим выражения 
(4.1) для и, II. / . в основные соотношения задачи (уравнение равнове
сия У1,.(А3млг) . 4՜ Си — 0 (0-<x<J). условие оптимальности, граничные 
условия, выражение для функционала и изопериметрическое условие) и 
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приравняем члены при одинаковых степенях Р. Для отыскания величин 
нулевого приближения, отвечающих случаю отсутствия реакции основа
ния (С 0), получим систему уравнений [7], решение которой имеет вид

по= «41-л /) (3-21'1 х/1 ), Ло = 3/41/(1-х//)15 Г1

ро = 81гъ43 Р/64/8, >-0 —9т.Р8/*

С учетом (4.2) краевую задачу для отыскания величин первого приближе
ния запишем в виде

/։з1Ло(АоИЬд ЗЛ։п.ъ.)|хг м0 0 (0 < х < /)
ЧО.-Х 4՜ Ьоии* = 4 (0 < X < /), п։ (0) — 0 

иг (/) - 0, «ь (0) = 0, 4- ЗЛ?/։։ и^л)х-1 — 0

1’ р 2 / . Г , ‘ \I Лхс/х= 0, °»’_“(Ам-0Ит|| )

о о

(4.3)

Определим величины первого приближения, позволяющие учесть 
зависимость от параметра С = в. С этой целью проинтегрируем уравне
ние (4.3) и определим четыре постоянные интегрирования и константу л, 
из изопериметрического условия и четырех граничных условий, приведен
ных в (4.3). Получим поправки к распределению толщин и значению си
лы н первом приближении

_ д_у2[л ֊44%֊ 1^6 - * У'У
27.4։И- \ I / / М > ) ) 35

На фиг. I в безразмерных переменных х' = х/1. Л' = Л//' показаны рас
пределения толщин оптимальных балок, причем кривым с номерами 1. 2 
отвечают значения параметра С = 0; 0.4. Из приведенных графиков н 
формулы (4.4) для н видно, что при увеличении параметра С увеличи- 
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иается толщина оптимально։։ балки в ее средней части, а толщина балки 
у ее концов уменьшается (происходит заострение). Решение задачи для 
больших значений С проводилось численно и результаты расчетов приве
дены в § 6.

§ 5. Аналитическое решение при т 1. Условие оптимальности 
при щ— 1 примет вид — Отсюда следует, что распределение 
прогибов для оптимальном балки удовлетворяет условию м։г“ ± '. 
Для оптимального решения таким образом допускаются разрывы вто
рой производной функции прогибов. Исследуем сначала решение, для 
которого па всем интервале изменения х (* (- [О, /]) функция и-- не пре
терпевает разрывов и справедливо равенство ՛. Кроме того, бу
дем предполагать м։(0) = 0, что отвечает случаю /ЦО) / 0. На основа
нии соотношения и,, ' с учетом граничных условий п(0)՜ V»
и С) =0, и։(0) 0 и формулы (3.1). получим

Р'=т(А՝^ £ср) (5Л)
Отметим, что условие оптимальности, граничные условия и распреде
ление прогибов (5.1) не зависят от С. Подставим далее найденное 
выражение для и (5.1) в уравнение Аг (Л игх)лх г Си = 0 (0\х<^/), 
являющееся уравнением Эйлера для функционала (3.1). Получим урав
нение второго порядка, служащее для определения функции Л (х). 
Для вычисления постоянных интегрирования используем изопериме
трическое равенство (1.4) и условие Л (/) = 0, вытекающее из соотно
шений илл (Лиг,)л- / 0. Выполняя интегрирование и вычисление
констант, будем иметь

При отыскании решения (5.1). (5.2) предполагалось, что /г(0) 0.
•Чх(0) 0. Аналогично рассматривается случай, когда А'(0) =0 и вместо усло
вия М-х(0)=0 следует использовать граничное условие (/п/хл)« о *֊ 0. Не 
приводя здесь соответствующих выкладок, укажем, что получающееся при 
этом значение функционала меньше значения Рк., определяемого форму
лой (5.1). Поэтому решение, отвечающее случаю .9(0) —0. обеспечиваем 
меньшую «жесткость» и не является оптимальным.

Исследуем область применимости решения (5.1), (5.2). Для этого за
метим. что распределение толщин балки должно по смыслу задачи удовле
творять условию А(л) 5= 0. которое не учитывалось при построении ре
шения. Накладывая это ограничение на решение (5.2) и проводя непо
средственное исследование зависимости 11 от параметра С. получим сле
дующее условие, неотрицательности /1 : С С, = 15.4,17՜ \ Приходим 
к выводу, что формулы (5.1). (5.2) определяют оптимальное решение при 
С ^Си.
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При отыскании оптимального решения для С> С следует допустить 
наличие разрывов у функции ил,. В предполагаемых точках х. разрыва 
п.г оптимальнее решение должно удовлетворять условиям:

Л (х,) — 0. Л,(х1 0) = — Лл (х. — 0), и Ах. — 0) = п.т(х, т 0)

С использованием указанных дополнительных соотношения строились 
аналитические решения задач оптимизации для С > С,,. а при помощи 
условия /։(х) 5= 0 определялись интервалы изменения значений С. для 
которых построенные решения являются оптимальными. Опустим здесь 
из-за краткости изложения выкладки и получающиеся формулы и приве
дем лишь некоторые графики. Используем при этом безразмерные пере
менные х' х-1, к' -֊2Ь11У, С 2СГ’АХУ, Р՛ ■= Р1\՝А1^\> (штрихи 
опускаем). На фиг. 2 кривыми 1, 2, 3 показаны оптимальные |распре

деления толщины армирующих слоев балок для случаев С — 0, 10, 
83. При отсутствии реакции основания (С 0) оптимальное распре
деление толщин является линейным. С увеличением С, как и для слу
чая сплошных балок, происходит увеличение Л в центре и уменьше
ние (заострение) у концов. При С^>С0 толщина А обращается в нуль 
также в некоторой внутренней точке х։ интервала [0, 1] и оптималь
ная балка ( 1 >х<Д) „распадается" на три балки, соединенные
„шарнирами". Для кривой 3, отвечающей случаю С = 83, х։ = 0.6. 
Некоторые вопросы, связанные с появлением внутренних сингулярных 
точек, применительно к другим задачам оптимизации рассматривались 
ранее в работах [8, 9]. Решение задачи с одной точкой разрыва 
для полубалки (двумя для балки) оказывается оптимальным при 
С, < С С1 417.738 (С\ 208.869 И/ в размерных переменных). 
График зависимости Ре. от С представлен на фиг. 3 кривой 1.

§ 6. Мысленное решение в случае т — 3. Для расчета сплошных ба
чок (ш ~ 3) использовался алгоритм последовательной оптимизации, при
мененный ранее в работе [10] и учитывающий условие ^(х) 5=0. Алго
ритм основывается на варьировании управляющей функции .4 и решении 
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«прямых» задач. заключающихся в отыскании функции прогибов для каж
дого текущего распределения толщин, то есть для каждой реализации 
15 данном алгоритме для решения «прямых» задач используется метод ло
кальных вариаций с переменными шагами варьирования, а для определе
ния приближений управляющих функции 11 применяется метод проектиро

вания градиентов. В проведенных расчетах отрезок [0,1] разбивался на 
50 равных частей, а критерием окончания счета служило условие 
\Р(и'\ Р(и’, //') | <С Ю՜где у -номер приближения. Для
удобства проведения расчетов использовалось обезразмериванис 
С' = Р' — АРР Д31/Зи՜, а безразмерные величины х', и', Л'՜
вводились теми же формулами, что и в § 5. Результаты численного 
расчета задачи при С —0 сравнивались с аналитическим решением, по
лученным в [7], при этом отличие по функционалу не превосходи
ло 1 %. Полученные в результате расчетов ври С — 0, 128, 4096 оп
тимальные распределения толщин для половины балки показаны на 
■риг. 4 кривыми 1, 2, 3. Как видно из графика, для С = 128 опти

мальное распределение толщин обращается в нуль во внутренней 
точке интервала [0, 1], а при С = 4096 на указанном интервале по
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являются две точки, где Л обращается в нуль (оптимальная балка 
„распадается" на пять балок). Зависимость Р* от С представлена 
кривой 2 на фиг. 3.

Институт проблем 
механики A! 1 СССР Поступила 14 I 1989՛

Ն. Վ. ՐԱՆԻՅՈԻ’!. Ա. Դ. ԼԱՐհՉհՎ

ՀԻ1ր₽1» ԱՈԱսԴԱԿԱՆՈԻԹՅԱՆ ՀԱՇՎԱՈ-ՈԻՄՈՎ 2Ե(ՈԷՆՆԵՐ1’ 
ՕՊՏԻ1Ո»ՏէԱ81’ԱՆ

II. մ փ ո փ ո ւ ։1

ներկա աշխ ա ա ան ք»ու մ զիտարկվում է աոաձզական հիմ րի վրա զսւնվող 
հեծանի ձևի որււշման խնղիրրւ Հեծանի նյ/սթի հւսստատուհ ծավսպի զեպքամ 
մաքսիմալացվում կ ծոման կոշտությունրւ Արտածվում են օպտիմալության 
անհրաժ եշ տ պայմաննևրր և նրանց օզնո> թ լամ ր կատարվում են անալիտիկ 
/ւլսումնասիրությաններ և թ՛վային հաշվարկներ) Հետազոտվում է հիմքի 
աոաձզական ու // լան ա զ q ե q ո t թ յ ո ։ն ր Հեծանների օպտիմալ ձևերի վրա-.

OPTIMAL DESIGN OF THE BEAM ON AN ELASTIC 
FOUNDATION

N. V. BAN1CHUK. A. D. LARICHEV

S a m m a г у

The problems in optimal design of the beam, taking into account 
its elastic foundation, are considered. Necessary optimality conditions for 
beams of maximum rigidity are derived. Analytical and numerical solu
tions are obtained. Influence of elastic foundation on the optimal forms 
of the beams are investigated.
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