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С. Г. АВАГЯН

НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ПРОНИКАНИЯ ГЕЛ В ВЕСОМУЮ 
ЖИДКОСТЬ

Рассматриваются задачи о проникании тонкого конуса в весомую сжи
маемую жидкость. Вначале решается задача для жидкости со свободной 
поверхностью. Решена также задача проникания в жидкость, ограничен
ную упругой мембраной.

§ I. Проникание тонкого конуса в сжимаемую весомую жидкость

Рассматривается задача проникания тонких гел н сжимаемую весо
мую жидкость. При проникании конуса возникает осесимметричное тече
ние, поэтому потенциал скорости <( — (/. г, I) удовлетворяет уравнению

1 (1 П
д22 дг г дг а2 де

Начало координат выбрано в точке пересечения вершины конуса с поверх
ностью жидкости, ось ' направлена по поверхности жидкости, ось £ на
правлена вниз перпендикулярно к поверхности жидкости. Начальные 
условия:

?(г,г.о) ^>г,0) (1.2>
д1

Граничное условие на теле будет 1*

41^^. ..НЮ? (1.3)
дП (1г

где //(.')- закон проникания конуса. |5 — угол полураствора конуса. Так- 
как движение потенциальное, то давление внутри жидкости вычисляется 
из интеграла Коши—Лагранжа, откуда получится

> =0 при 2 = 0 О-4)д(- Ог

Решение задачи ищем методом источников в сочетании с интегральным^ 
преобразованиями. В силу линейности задачи можно полагать

+ (1.5)

где (р0 соответствует решению задачи о движении тела в безграничной 
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среде — оо < г1 < сс, а ф, — отражению волн от свободной поверхн 
Функцию <|>0 ищем в виде потенциала запаздывающих источников

___ 1 Г<7(гг/) 
4г ] А* 

о

где С = /---------запаздывающее время, R — | (г։ - г)2 4- г՜, а скорость
а !

звука в невозмущенной жидкости. Можно показать [!], что при г —О

— = 1 <?(*■<)_ д ()?) (171
<>Г г—о 2“ г

Из (1.3) и (1.7) подучим, что

7(21Л)-2^//(/7~21) (1.8)

Удобно рассматривать решение для отдельных источников и 
«•

Изображение для будет

В силу того, что

-------------------------------- г*»-и |А։+
-о ^(П[//(0-г,] 
?0 =------------------ - -------------- ------- .

<’ 1 р+ Ь 
о I «

Изображение отраженных волн ищем в виде

м ;0(М^ (1.10)

и ।
3 | а-

Примсняя к (1.4) преобразование Лапласа, можно получить

8։Г-г4=0. -’ = ° Ш
& Ог

Так как — х/, имеем
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А _9"-Нт[Н(1)-г,\ V Ф ' <г)

2 *'+?},/ Р г ֊

Поэтому ДЛЯ «I получим

। Г / /՛ ТТ \---- :---------------------  л — (•!-••) | к*+~ 1,1 г2 । 5 \-„ ужосжо-»,! е______________ 4֊ *1 к ■ ъ)

.) | л‘+^+иА+4-։)
Х/о(М^ (1.12)

Для простоты принимаем, что проникание происходит с постоянном ско
ростью 1%. Для нахождения -,՛ разложим выражение

,<?г ~ '•> I Т՜ ^'7 а'
-г з I ^4- 5'7 и3

« И к2 |- $7 а 
5՜ Тогда из (1.12) имеемв ряд по степеням

Обозначая значение «ч при # - 0 через Ф?, получим

?։' -= Ф ՛։ 2х , 2г д֊ Ф?
52 $* <>22

где

-?)

*? = -֊Г = У(г, + г)= г--

Отсюда

Ф? = О1Л _ ч _ 1
2 \ Уо а ./ \ (г1 4- г)2 4֊ г~

Для нахождения <р^ воспользуемся теоремой о свертке. Тогда
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А. Сначала рассмотрим дозвуковое движение Ц> < а- Имеем

<*Г1 |

о

։, где 7 = Ио
о/ — г
а 4-Ц,

— предел интегрирования при г 0, найденный подобно |4|. I огда полу
чим на теле

Р’Ио, 7+*֊+֊ К (•; 4-г)2+г2 
--- — —------- Ш---------------  • --------- ------  Т՜ 

(И 2 г 4- V 2*4- Г2

Для дальнейшего вычисления оставим только два члена. Из (1.8) най
дем <р$, а затем

<*?о 
д!

Iй/2 Иб |п «֊֊г г /(*֊*)* I г*
2 -г4֊/?4-г2

.. п14՜ г гдеав+о------ —— предел
а 4֊ Ио

интегрирования, определяемый подобно [4]

Окончательно для —у получится
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Сила сопротивления через давление Р ~ р—рл найдется по формуле

9 <1

(1-16)

Ввиду малости—-֊ в (1-16) оставлено только основное слагаемое

—֊— Там. где это не приводит к особенностям, и (1.14) пренебре- 

гаем г. После этих упрощений из (1.16) получим

<?=֊ ֊ ֊ т| •'֊'»

|(1.Л0|п_2__.|(2:.л/)1п2 2Ц+|
2 М* -|- 4Л/2—ЗМ-6 1

33* 3(1 гЛ7) I

где М — —• 
а
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При к’о = и

2с/ = - 2- г.о е՛ [/о»։] -—
4

+ — 41п2-21п— 1 2
4

2

Б. При сверхзвуковом движении V,, >- а. Для 2 < £?/ все расчеты те же. 
что и при дозвуковом проникании, а для «/<_■£< Vнадо учесть тот 
факт, что свободная поверхность не влияет на этот участок и слагаемыми, 
содержащими £, надо пренебречь. На этом участке давление на теле, как 
в работе [4]. можно найти по формуле

Р = I (г, ֊ 0= иг
= 4г?оИо?21п ------- ------- (1.19)

2 32(Л/2-1)

где

₽ V -г- а-*-
1 I/ии — а

:։ у„±±^- 
к’о + а

Для силы сопротивления при Г,: >■ « получится
ч1

(?=
\д- Аг} —

<п
(I «Г

XI 4
— г 1п-------------- ах —

^֊(М֊~ 1)

, ко»' кф’р’| о,и,։1 1 |п 2 - 1 1 |„ <’ + ")' ՛
֊? ֊6՜+ ֊4֊(֊֊2-Ьг Ь/ {“Ь у +֊4֊ +֊2֊ 1" —֊й֊ -

+ АГ/2-Л<-֊- А\|П 1
М 3 6 М 6

М2? 1п
1 -М? ± I (1-МУУ + УМ*

- М^Уч-ГМ~- ֊'?М^2 +
) 3?։

. (— 1 
\м

-РМУ + ГМ2 (1— 9-М) ₽3ЛЛ\ ум2 
------------------------------------- — 12

И(1У ДОЧ ?****£■ _ р» МИ։ УМ)г <- рм* 
зм

(1.20)

Для М — 1 имеем

2
<2= 2*?0РИ?/: 1 ֊ 1п4?2

График зависимости Р о.
2^6.3»^

от дан на фиг. 2. Как

2
4

видно, в дозвуковой области с увеличением —- /' уменьшается. Для 
а

48



сверхзвуковых чисел в некотором диапазоне Л больше, чем для 
дозвукового проникания. При отсутствии силы тяжести (1.16)—(1.20) 
переходят в решение, полученное в [1, 3, 4].

§ 2. Проникание тонкою тела в сжимаемую жидкость, ограни
ченную тонкой мембраной

Используя уравнение колебания круглой мембраны

4 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 6
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о-и /д’ и 1 ди \ .
'՝ 1 \ Т- :------Т Г^Р

дг \ дг /■ дг /
(2.1)

уравнение Коши—Лагранжа

Р ~ Ро ?о— - Ро Яг = о (2*2)

и условие на

для г = О

поверхности жидкость-мембрана
ди 6'<р

01 дг
получим

д’ и 
дГ-

Ро^ =0

дг дъили дифференцируя по I и считая, что ---- —• получим
д[ дг

где • ՛- платность. 7 натяжение мембраны. В сил} линейности

? - <?о -г ?! (2.4)
1 - 4для решения задачи, делая соответствующие выкладки, как и в $ I. полу

чим уравнение (1.9) и (1.10). Исходя из этих уравнений и (2.3), (2.4). 
нандсм

Ткл 4֊ г*2к Ро£& —р0</ * д-
А = ________________________ С к- 1 (2.5)

пг 4- ?$= к Ь рп ^к 4֊ ра -=£==-
I к2 |- 59/а~

Й- |Н«)~|՜
г де •

Тогда для 91 из (1.10) для постоянной скорости //(О = И, получим

Считая, что Г. р. имеют малые значения, можем записать
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________________ 2________________
- у к՝ 4֊ $2,а՝ (Т.г , ։ ,
1 •--------Тл-------( Т1с + ** + М)

1'0 5

= 2£(-1)" _!^+л7£1(П=4.(։։։ + м) 
п «Л рф$

Взяв первых два члена, получим из (2.6)

I 'Г ։։» | *’ + -7- "* Ип
-о _ £гИц Г е ке Л (кг)

2 3 5՜ | 4-5г/с’*
1Д

2 Г Аг 4՜ $7՛«՜՜՛ ( Тк՝ ]- р$2 -1 р0£) (Гк (2.7)

Проделав соответствующие выкладки, как и в § 1. получим

~0 ^о . 2р дФ1 , 2^

сс
С

Ро ՝ 
(У О

кгс
---------- А (кг) ^к

Для вычисления этого интеграла, перепишем его так

отсюда

֊ 2 1

$2 дг3 а" дг

поэтому

֊о то, о Р ОФ? , 21.’ ОФ? 2Г 1 О’Ф? 2Т дфЧ 
?1 °1 2 р0 02 ՝ 5։ Ог р0 7 Ога а% дг

где Ф? =

Для нахождения воспользуемся теоремой о свертке. Тогда
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К, а
-1-2 <• 

о

д
1^0/ 2 д= I (г-Ьг^-^-г-

, о ? <><Р? 27 <*Ф?
“ р0 (Ь а-у0 Ох

Г2.8)

Повторяя выкладки § 1, получим для силы сопротивления при \ < а 
соотношение

о -2^՛ ил= 4.3. | (Л/ 2) 1„ +| +

2 2 5 2
— (1 М) 1п—- ---------— (2-; М)1п2-21п -=֊]-
3 1 4-М з 3

М34 4М--ЗМ— 6 2 .Г. ПЛУч1 0^,4------ :----------------------------------—(1 4՜ 2М) 1п2 — Л? — 1п —
3(14-М) 38* ] [՝ ? |

4 — — М ^-4֊ — (2-4М4- 2М-)4-
2 3 (<- в

/ 19 ՝ 1I 22 М֊ - 9Л/։ !- — М - 4 ) 1п 4- 4֊ 
\ 4 / 0

■ --/И1п24'(— 1п2- — ЬИ֊'֊2 (7-Ь41п2)М’ 
2 \ 2 4 /

глеА=^%т’ '
Для

(2.9)

р~ол, М =0.5, « = 0.001, г. = 0.01, Л ■
/”РОР Ко Г

Имеем

0.55 4֊ 8.68 А 4-1.5 > 4֊ 137 я = 0.702 4- 8.68-п

Таким образом, при наличии силы тяжести, сила сопротивления при 
прочих равных условиях возрастает с увеличением безразмерного пара
метра 1|.

Автор благодарит А. Г. Багдоева за руководство работой и за по
стоянное внимание к работе.
.Институт механики
АН Армянском ССР Поступила 22 II 1989
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II. Դ. ԱՎԱԴՅԱՆ

ԿՇԻՌ ՈՒՆԵՑՈՂ ՀԵՂՈՆԿհ ՍԱՋ ՄԱՐՍ ԻՆՆԵՐՆ ԹԱՓԱՆՑՄԱՆ 
ՄԻ ₽ԱՆԻ ԽՆԴհՐՆԵՐ

II. մ փ ո փ и I մ

H լսումն աս ի բվում Լ բարակ կոնի «սեղմելի հ կջիո Ունեցող Հեղուկի մեջ, 
Ptnփանցեյ ու. վերաբերյալ իւՆղիրներր: Սկզրոէմ լուծվել Լ իմւղիրը աղատ ւհս- 
կերևույթ ով Հեղուկի Հտմարւ Լուծված Լ նաև թափանցմ ան խնղիրր, առաձղա- 
կտն թաղանթով ծածկված Հեղուկի մեջ։ Ցույց կ տրված, որ ծանրության 
ա՛քի և թաղանթի աոկայությ՚՚ւնր մեծացնnt մ Լ հեղու կի ղիմաղրության ումըւ

SOME PROBLEMS IN PENETRATION OF BODIES INTO 
PONDERABLE FLUID

S. G. AVAGHIAN

S u m шагу

The problems in penetration of a thin cone into ponderable compres
sible fluid are considered. First the problem for the fluid with free surface 
is solved. The problem in penetration into the fluid bounded by an elas
tic membrane is also solved.

It is shown that the presence of gravity force and a membrane in
creases the resistance force of fluid.
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