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О КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УПРУГОЙ СОСТАВНОЙ 
ПОЛУПЛОСКОСТИ С ВЕРТИКАЛЬНЫМ КОНЕЧНЫМ 

РАЗРЕЗОМ

Исследованию плоской смешанной и контактной задачи теории упру
гости для составных плоскостей, полуплоскостей и полос посвящено мно
го работ | I—8]. В этих работах принималось, что линии раздела различ
ных материалов параллехьны граничной линии, а свойства упругого мате
риала в направлениях, параллельных границе, не изменяются.

В работах [9. 16] рассматривалась задача о давлении жесткого штам
па. приложенного на части границы упругой составной полуплоскости, 
когда полуплоскость состоит либо из двух квадрантов с различными упру
гими свойствами, либо из двух квадрантов одинакового материала и полу- 
полосы между ними из другого материала, линии раздела которых пер
пендикулярны границе полуплоскости. Смешанные задачи для составной 
плоскости и полосы с трещиной и первая основная задача для составной 
полуплоскости рассмотрены в работах [ 10—13].

В настоящей работе рассматривается контактная задача плоской тео
рии упругости для составной полуплоскости с разрезом конечной длины 
вдоль линии раздела материалов, выходящим на границу. Полуплоскость 
состоит из двух однородных и изотропных квадрантов с различными 
упругими свойствами, линия раздела материалов которых перпендикуляр
на к границе полуплоскости, К границе полуплоскости приложен жесткий 
штамп с произвольным основанием так. что штамп находится одновремен
но на обоих материалах и расположен несимметрично относительно раз
реза. Предполагается, что трение между штампом и полуплоскостью от
сутствует. Для простоты принимается также, что граница полуплоскости 
вне штампа свободна от внешних усилий. В конечном разрезе, длина ко
торого может быть определена, действует только нормальное давление. 
На линии раздела материалов вне разреза заданы условия полного кон
такта. После решения задачи при принятых допущениях устраняются осо
бенности напряжений и получаются уравнения, определяющие глубину 
разреза и величину зоны контакта.

В частном случае, когда а • 0. получаем решение задачи о давлении 
жесткого штампа с основанием произвольной формы, приложенного на 
части горизонтальной границы упругой составной полуплоскости [16].

Когда материалы квадрантов одинаковы, то получается решение кон
тактной задачи теории упругости, совпадающее с решением, полученным 
М. Л. Садовским ' 14].
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Поставленная задача сводится к определению бигармонмческой функ
ции Ф|(л, у) в области правого квадранта и Ф.(х» у) — в области \евого 
квадранта. Функции Ф((х, у) (7 = 1, 2) ищем в виде

Ф/ (х, у) - ( [Л,- (а) 4- (— 1)' 1 ’ ах5, (а)] ехр [(— 1 )'ах] cos (ay) da-\- 

о

+ (— I)'1 1 ԱՇ-ն(Տ) I- -(?)]ехр| fa] sin (px) ժֆ (1.1) 

А

(i 1. 2, 0<fa< со; 0 ր<Հօր, при 7 1; - - ՜օ <Հր (); у при 7 2)

Здесь Л,-(а); В,-(а); С,,-(3); £>,(р) (7=1, 2)—неизвестные функции, под
лежащие определению из граничных условий и условий контакта. Гранич
ные условия и условия контакта рассматриваемой задачи имеют вид

vx(x, 0) =/յ (х) 0 < х Հ а։; v2(.r, 0) = А(х) — а2 Հ.. х Հ, 0

зФ(х, 0) = 0 < л՛ < =о; 3^՛ (х, 0) = 0 — <Հ*<Հ— (1.2)

ՀՈ(.է>0)=0 0<х<оо; (х, 0) = 0 ос.<х<0

Ч։)(0, </) = Ч2,(0. y)=J3iy) 0<у<а՝, -?;(0, у) = -<^(0, .у) (1.3)

°1։) <0> #) ՜ в?Ч°> ^) .v) - Աձ(°՛ у)
а <" и <Հ то а < у Հ со (1.4)

Чу (0, у) = 4^(0, у) ՝ vt(0, у) v2(0, у)

Используя обычные формулы для определения напряжений и перемеще
ний [15] и удовлетворяя условиям (1.2). (1.3) и (1.4), получим

С(9) = А(р) (7=1. 2); Л..(а) = Л1(а) (1.5)

аВ, (а) = 2аЛ ։ (а) аВ. (а) А Г d՛^ _ ± V d$ (j b)

֊ J (а— з2)8 -J (*•-+֊ ‘
О V

j (P) sin (px) d? = ֊ A (x) 0 < X Հ ax 

u

j № (h) sin (₽x) drp = j Г [Л1 (a) — 2Ք։ (а) + («)] e՜” di

v ։>

(1.7>

oo

(&£\.(p)sin(3x) rfp =----- ֊-fi(x) — a2<x<0

• /

(1.8)

ծ5Թ. (p) sin (px) d^ = I а2[Л1(а)—252(а)--ах5е(а)]еал da — շօ<Հ.ր< — a2 

о Չ
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«. .... .............. . ՛ ) д- лр;<> ,։ ‘ ֊•՛' • • . н

| А\ («) 1г 4- Й '(«) 4 ֊ Й (а)] соя (ау) Иг — 0 а < у < ос

(1.9)

(Л*(в) 7, — Й (а) Й(х)]з։п (гу)ск 0 а < у 

о

а А ։ (а) соя (яу) (В — /л (у) 0 <*. у < а

о
• ‘ ’ (1.10(

I а [Л1 (а) — Й (а)] я։п (чу) /(у) 0 < у < а

где

4 = ^4-^

А\(ч) чА,(ч.)

В\ (х) = (а); Й (а) ֊֊= х52 (х); Е\ (а) ֊ аЕ։ (а); Е? (а) — чЕ.. (а )

?։

о
Л (’= йг)г А (?></? +

_4_ГУ <3- ^)А(З)
Т.Е.У (14-3=) =

.0 • .

(1.И)

Е2* (х) — 3 Г£^х(?) 8
‘ -Ак!(а2-1-32)՜ ■ 

о о

Используя результаты работы |9]. из парных интегральных уравнений 

(1.7) и (1.8) рР,(Р) и Р^;(Р) выразим, через функции-41 (х); Й (х); В?(х)

О г* п л
80,(3) А рг, (/)/,(?./) Л 4- 4֊ (Г, (О А (?о Л П-12) 

О । ас

°։ «
?/>=(?)= (1-13)

« а,

где
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ФХ(О = А — \֊-^^=(1х (1.14)
2 <11 .) | Г֊ - X-

о

'^(-)-— — С *(г<Л. <** (1.15)
2 </“ .1 1' -г — X' 

П
••|0ф мд՝..., ՛ ■

Гх«) = I р»л; (« ) Ка(<4) 4, 2/ ( 17?; (з) Л'0(з/) Л + 

п 

*•

4- /-՛ (’) /ч («О^а (1-16)

о
* ••

Л (’) = ’ ։ (*) Яо (’■) - 2’- »#2 (') Я’о(ах) (Уз 4֊

3 о , к
' \ I А1йГ *' I • | *111 * • £ * '' Н I 9*

-г хя аай (а) К1 (а/) (1-17)

6

Л(х)—функции Бесселя первого рода действительного аргумента, а 
Х,(х)—функции Макдональда. Для решения системы (1.9) и (1.10) вве
дем новые неизвестные Ф(/) и ՝Г(/) следующим образом:

<г'
л;(։}/։- в;(<х)/.֊л՝;о)֊. (ф(7)./։(’0^ (1.18)

О 
а

Л,’(з)/, в;(2)1, £(з)= (’'Г (П/ЛзОЛ (1.19)

о

Подстановка (1.18) и (1.19) дает возможность тождественно удовлетво
рить уравнениям (1.9). Для удовлетворения уравненнию (1.10) преобра
зуем правые части уравнений (1.18)'и (1.19) следующим образом: заме
няя функции Л(я/) и 7։(«0 через сок (а г) и 51п(аг) с помощью инте
грального представления Пуассона, меняя порядок интегрирования и ин
тегрируя по частям полученные выражения, учитывая при этом, что 
/7(а) — 0; £(<։) ~ 0 и 5(0) 0, будем иметь

«з а
р։>(ОЛ(зО<?' - у («'('■) з!п(։г)</г (1.20)

Л О
(’- 1 ) и ։>

\ (0 Ух («/)(// = — 5՜ (г) соз (аг) дг (1-21)

о о
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(1.22)

а

|/ е-г
(1.23)

Учитывая (1.20), (1.21), (1.11), (1.12) и (1.13), при помощи фор
мул (1.18), (1.19) и (1.6) выразим Л։(а), В[(а), В* (а) через функции 
Н'(Г). 5' (г), /■;(/) и г.2(֊.)

а1
А‘, (а) = А; (а) = -±-|*’> <'> {[<"> + И 14 + Ь| К. (’0 ֊ 

о

Н 4֊ ֊֊**КХ (а/)1 Л 4-

<•)

-г —■ /ч (О (п։ 4-1) Нг 4-1^] Ко («О- (^4- <а/)! 1’

«I 

«։

’7^ 'г2(')^[('»2 4-1) На 4֊ И2] Ко (а՜) — (Ч 4֊ («)}</* 4֊

о

« и
. . . ( -*»' (г) СОБ (аг) (/г —-— I /Г (г) 5Ш (аг) дг (1.24)

аЛ(^4"4) а/։(^4՜^) .)
о о

ai
в’ («) =-■ ֊ [*', (0 ([ (п։ + 1) и. 14] (<Ч) ( I*. ֊ <4^ («о[ л +

6

«I

(л։ 4-1) ?4 - 1\%] а; (а/) ( и4 (»/)[<// +

+ ֊ ("2 ֊ 1) 14 ■<„ (>-֊) + 4 ("2 И 14. Гл (■) а; («-)

О
а и

--------—1, ( (г) з։п (аг) дг 1 I 5' (г) соз (аг) </г (1.25) 
а(/24֊/5) 3 ։(/24֊/5) .)

о о
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“1
^(«) = ֊ (л։ - 1) !>. Ч\ (О ^(а/)Л + А(«1 - 1) 1‘. | /\(О (Ч) Л + 

О а\

а.
+ -֊рг.(-) |[(л։ +1) н - 2|‘.] К„(«-)֊(л - и.)</• + 

а

1 Г
4- ~ ( ^(') 1((лз4 

и»

1) Н: - 2|*Й] /ч»(л') ֊г (!Ч ֊ «») ^֊Кх (а-)} </֊ 4

« и
4----75—~^7՜ 1 Н 5’п <1г + ~^'Г 1'\\ I $' СО5 (аг)<1г <126)

4(7/4֊ Л) Л 4(М֊/&).)
О I)

где введены обозначения

(1 -г ՝>1) (т 4 1)1
1 + ■*> + (3 — т 3 — -| • (1 -г ՝*«) т

4-------------- ։------ - т
1 -Г >։ -г (3 V») т 3 — г (1 4- '^) т

2 П I уе) (I 1) т
г (3 — ՝/„) т 3 — >! -|- (1 ՝>2) т

3 Н՜ ( 1 7։> ™
ч ֊ "1՜ у г-՛ т

3 — 4-(1 4՜ уг) т

1
=

1 4՜ 7։ 4՜ (3 — *г) т

т =
Е.г

„ -п՝- ~ —~г л2 = ^2 — 1

Подставляя выражения функций >4| (*); ИЗ (1.24) И (1.25) в
уравнение (1.10). получим следующую систему сингулярных интеграль
ных уравнений:

(1.27)

где
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Si ai
Ն(9) = —t{''\(fMt,y)dt + ձ »)* +

О V

+ 2 /1(у?>) Л (ÿ) + |J Ւ\ (է) «և (Л y) dl -г Ар (*)«-,(’. у) d-. (1.28) 

«i «։«

"՚ ո Лփ2 (</) — ~ \ ‘Կ (О «3 սհ O dt + -5. j ^2 (') «’< (*л Հ)d՜ f 

S' и

+Ар։(О»,(у, /)rf(4.2p(-)W։(i,, -.)d-,
Ա| «։

(1.29)

4 
u>i(y, 1)=՜- —

y(y֊ + ։*)

tw-f) 3ÿ<inG+Հ g»+0 
y (y--֊ t'y (y’ + t-f2

. X 4
«՛շ (y, ")= —

y(yz Ւ Պ

Ա՛Յ (y- 0
i/G(/24-/.b) p-‘2y֊ 

և (ÿ։ I t։Ÿ"
Ч’Л 3 <?.<2

(№ HT’ (g։ + <8)51’

W4(ï/, ') =
УЯ-. q„ 4\’Z

hf +'.2)^ 7\if + <-'Г (1.30)

/iC/î-j-Zn) r/ , . 1 -^1(^2“ЬЛ) / I P2\<71 - ’ 5 [(", 1 ) H !<։]: 9: ֊’֊Կ-------- !'■ + ֊Հ )
G /3 X z /

և (.և ՜Ւ и i i л i , i Л (^շ ՜Ւ / ^2 ՝
ցյ=~լ֊2;—2-[(ла+ l)Hj-hpaJ; = ֊^֊--------- ( IS ֊է֊—

<71= /|('8 + /տ) Ib. + lMfr-l..,- • 14 > (4?
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Ял

Я'! = ---- 1Л (п2 4- 1) ь 4- а., _1_ (Л։ _ 1 ) !Ч

Продолжая функции Н'(г) и $'(г) на интервал (—а. 0) соответственно 
мечетным и четным образом, систему (1.27) приведем к виду

'з "Л г — у 
—п

(1-31)

И г -у 
— а

Умножая второе уравнение системы ( 1.27) на г и складывая с первым 
уравнением, получим следующее сингулярное интегральное уравнение:

О ' ' ■* ՛ ՛՛ ՝ ' ■11' 1

/(у)+—</г = Ч'‘<»> (1.32)
К /з Л г>- у 

֊-а

где введены обозначения

5' (у) 4՜ ։Н' (у) = X (у)-, ТЛ (у) -г 7?2 (у) ’’‘«(.у) (1.33)

Такое уравнение рассматривалось в работах [17, 18].
Используя результаты работы [18], получаем

'■ (У) “
*'<(//)

I1

--------------------- 1-------------------Г.('+<>-“Г чг4и+ 

ркг(у 4 а) (у — а) .) с
—а

с
(у 4֊ а)։ т(у — а)՞1

(1.34)

где

1 . . , (1 1-л)^4-(3-7а)А’։
тп - — /т; к —-------------------------------------------

2 (3 —*^£^4 (14 >2) £,

и 1 4; 1 = 4^՜ (1-35)
12

Разделяя действительную и .мнимую часть выражения ( 1.54), найдем

2)



н՛ + 1 . ГЕ"՜“— ЧГ, (г) со։, |П _
I* рт у у֊ — а- J Г - у г —ау+ а

—«

— |?:(г) ЯЙ> 7 Г 0 ------ - I 4----- - - С - §5п 7 Гп & ' а (1.36)
г — а у 4- а | I у2 — а՞ у —а

<г
с, / х ('/) 1 I ’ 1 г” а" I / . г 4- а »/ — а .$ (у) = - ——==== ±2------ 2— ?2(г I со« ; 1п --------*--------4֊

Н I1* 1 <Г — а՜ Л г у I г — ау — а

4- М\ (г) в»п 7 1п —- - а --—- дг 4___ ___ С ■ ■ .л- со 8 7 1л —---- -  (1.37)
г — а у а I у~ — а2 у — а

Подставляя значения функций Л։(а), /?|(а) и #? (?) из (1.24), (1.25), 
(1.26) в (1.16) и (1.17), учитывая при этом (1.36), (1.37), (1.28) и (1.29), 
для определения Л'Д/) и /'2(՜) получаем систему интегральных урав
нений Фредгольма второго рода, которая после некоторых преобра
зований |9] примет вид

/’։ (г) У։ (г) 4֊ (/) Ку (г, /) (И 4֊ Л’г(-) ^2 (*> •) <*՜

»1 п»
(1-38)

А'г(г) = ‘А(г)4- \ 0^4՜ •) </•

о / \ 4 , 1п//з х‘—/* 4-4/22=1п//г
2х — г 4 1 (0 К ~ 2‘ог) —п------ Г + ‘,։з ---------~2------ т

-- ։| /• г՝ (I - з )*

, л ч 1п'/з , ч г՜’— '2՜՝ 1п -!,г .
тп (н'4 — 2ю5) —I------Г — т (<’>в - ••>;)-------—------ —----- а- -

— 2- (V - з‘)։

+ 4֊(Ч('){ [«■>(</. г)ду г-Ц՜ С՝{.^

’* н л и «Л и^Г—<г Л г —#0 0 О — и

тп, (г, /) со« 7 1п  ----- -  V — и'а(г, /) зт 7 1п Г °  -------
г — ау а г — а у а

и>1(/» ։)<1у —

£ Г СЛУ, :)ду А/՜ г2-а2

2.) V у"— (։" г—у 
О -<г

/ . I г 4 а у — ан.’3 (г, Ц' сое 7 1п------- ;--------
Г — Л У 4֊ а
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/ ... . г 4 a y - aт՜ «ղ (r, է) տա 7 In------- - - ------
Г —а у a

dr' df ֊|

՜՜ք ՜ ՜?՜յ 4’s(“) [ ( Ол ՜) Gt(y, շ) dy 4֊ 

<> о

1 Г Û\ (у, z) dy Г I г2 ~ а2
Vy4 —a8 J г —у 

о — 1Т

.. i Г ' а У — ° / . . i г : а ц — аX cos 7 In-------- ՚—— սա (г, ՜.) sm 7 In-------- —-------
r — a у 4 a r — a у 4- a

+ ~ ( «>.. ('» у) G. (.У. г) dy — 

о

1 f Gt(yt z)dy Ր r r2 օԼ

2 J I F-e։ .' г — у 
о

«Կ {ր, ') cos 7 In - ------  ------ - 4
r — a y 4 «

4՜ ։՚>շ (r. x) sin 7 In —- ■Q- ~------
r - ay 4а

dr\ d~

cz
GAy, z) 
W ֊ a-

sin 7 In a dy 4 — Zc i ■ *L.
У— а 2 J Vy" <r 

о

i Ута.cos 7 In -------- dtj
y—a

(1.39)

= A z յ\ն(/) K 2u)e)K այ)pz +

о

t i о \ IՈ • IZ (<‘>7 4 2«>e) —-------- <oe
“■ — Z'

շ' — -’-r 4՜-~2՜ In ' z
,!:u

2 z 
՜: !լ

a՛,, (//. z) 6’3 (j/, z) dy

Г G

r~y
«'j/-. 0

у „i r a У — ° t t i r 4 а У — a■ cos7 In------------- -------- Osin7 In ------------------- ---------
r — a у a r - a у -4- a

y)G.i(y, z)dy —

о

dr •
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1 f ^зСу» 2 X/ Г I rg —g2J
2 J I J r ֊ у Г* 

0 -<i

f) COS 7 in r ° -—- 4-
r — ay 4՜ «

, M • I /■-ray— a ֊1 w։ (r, I) sin ՛; In-----------------
r uyia

dr] dt 4՜

«(^4^,1..^+
J I У - У —a

. ՜ Г G< (у, z) i у 4-a , 
- — zc ... COS 7 in-------- dy -

.2 .ԼՒ։/*— a֊ y~a

4- ֊՜ I H(')1 ( w4(^, z) G3(y, z)dy 4- 

U Ô

-I J_ C.feQ/, гцу (Ч Г ։(r> ,)cos l ln^i aa-a_ 
ր՝ J I y‘ a՜ J r У I r~ay-\-a
(I -a

. I ‘ ь \м՝ '• . .
. . . ր ֊ր a у -- а ]

— a»4 (ր, ՜) sm ; In----------------- dr
ր — ay 4՜a I

Հր՛
4- —֊ w2 (т, y) Gl (у, 2) dy

fvr.i «J :

" .֊ f LtzlhL г w,(6 .)cos;
2 I у — a£ J r — y L r —ay4 «

V -л

(1.40)

In t'tz0 = z'-Ր i-4/VinZ/z-Iw.-----------------------------

1 i -\ ■ ., \ r ~ иУ ~а4- ս»շ(ր, ՞) sui •; In-----------------
a у 4-a

dr \ d՜

^)3

Г ֊ а

ր~ У

է 1 r 4 a у — аWj (r> t) cos 7 In --------  --------
r — а у 4- а

— w3 (r, f) sm Հ In-----------------ժր 4՜ I и՛, (/, у) 62 (у/, z) dy —
r -֊ а у I a I '2 J

о
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V + (i ո —j

d i а о -л 
-------֊.----------- Ul L ՏՕՁ (л 7)է|,յ о— h ո -1 -л • ՝ '

------------------ UI Լ uis (; Դ) ։,7J n — fi it 4- л ’ • v '

D 4- Л I) — J
--------7.---------- UI Î. UIS 0 ‘7) C<n —
Ծ — (l Ո f- J 1 * ՝ ’

•(SKI)

tip (7 '/)) ’ r) (Æ 7) Նո

0-1֊ Rd - j
------- г--------- ui L soo I/ 'л\ lm t)—H Ո - 7 1 v '
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X//UI^C—гг

o — (i » л

.D
.и — ..а л Հ

(г J'
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’«> ---  *’о») i- ----- ---  "
7,9 U|

(ս՚»7. -i M շ՜

JP
ով- ti о — л
-------г---------UI 1 Uis (i *л)Ъл 
ո h ո լ. j

I 
u| Լ$օօ(ճ •./) to j

a.-j

• г°

f _гр~Л4

J (ip (7 ‘(i)!-f)

о
Ä>(? Ղ)Տ.Ո J A f. J P n — /i и — a

——֊.---------  ui L UIS (•- ՝J) *<n -о — (i Ü a 1 • ՝ '

о X Æ и — У 
------г —;— ul ’• տօ:>ո — a ծ -f- л 1
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л

г
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J

£

I

J

-|-/»> (7 ЧТ)։Г>(:, 7?)>^ |T7"H 

1>

4՜
_ ճւԼճճճ- 

^/^IrS-g2-

։ \

(iKl)

, %,) ա ֊ -֊֊ (Ч т 4
!* * / • J

I ծ4 Rd —i

Ւ
(t '2)\Y

n 4֊ (i V — j
~ Г.------------ UI 1SO3
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; 1 Ç ga(y> Г 1 r2֊ a- 
« .) <r J r — y

I) —t>

. . « r vay — a
W: (r, ”) cos 7 In-----------------

r a y 4՜ a

— w.j (r, Հ) sin ՛, In r ՛•֊ Q —------ I dr
г — ау4 a I

I֊ -ÿ ws(y, -) G< (y, z} dy - 

0

1 f G^^dg СУ гг—а* W։(ri ,)cos7ln!lz°ÿ^

2 J I z;։— a2 .) r — y r-ay+a
IJ — n

-j tc2(r, :) sin 7 In r—- - ------ i dr\ (1.44)
r — и y 4՜ a J I

°՛։ = (պ 4֊ 1 ) (is - 2<կ) 4֊ ։*s 4 2is; *"2 = 4- -y 2»»« 4՜ is

1”, = J‘s- ‘”4 = (<»! 4-l)’h IS — 2(ոյ — I ) ue; w5 = — <s ■ -

0>d֊(nt l)is; f»T=--«2 4»s+(ns l)(?s- 2is)

<•>8 - (n«4- 1) IS —2h«: դ՜2(:՝ա i1՝); ”>10 = 2is —is и*՜“г

Û\ (y. z)^
(2Zi ֊ /5) ■ (1г-lr.) r

/։(/=4֊Л)

________ Z_______
(Л O(V-

6‘..(.y, z} -֊
(2/; /2)r4(/t -/2)z՛'

.--Ր;

2/; -ձ г 
/։(/j r Z>) г2-։ y- '

G\ (y, z) = • ■՛' ՝֊• < _2/J№
՛Կա/ - ֊’V"

30 '



Для решения системы уравнений ( 1.38) сперва покажем, что

) /)!<//+ |<.(֊, -)|Л<;1

«И «»

р£։(г, ')|л + -)Р <1
м </«I

(1.45)

Действительно, каждое ядро А’,(2, /) (г — 1, 2, 3. 4) имеет вид, аналогич
ный приведенному в работе [16]. Используя результаты опенок, приве
денных в работе ; 16|, доказывается, что неравенства (1.45) имеют место. 
Очевидно, что функции 12,(/> и 1-1:(О ограничены сверху и стремятся к 
нулю, когда I—оо.

Решая систему интегральных уравнении ( 1.38) методом последова
тельных приближений, получим выражения функций А,(«) и /։’.(т). Далее, 
ПО формулам (1.12), (1.13), (1.28). (1.29). (1.36), (1.38), (1,24), (1.25) 
и (1.26) последовательно можно определить нее искомые функции, а сле
довательно. и напряжения и перемещения в любой точке составной полу
плоскости.

Нормальные напряжения под штампом и перемещения вне штампа на 
линии у — 0, выраженные через функции Г,(О и /'-(т). имеют вид

1 ру;(/)֊ч\ (п
X

к а։ 1 а\—х‘

- ,1 /2| Г'-х"
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1 X arc cos x/7 
՜ ?' ՜ (Л x-)m

3x

2fJ -r X* 3xl;arc COS X;( 
u=֊xt ~ (/■-' .г)5 5

3/4 13xM 
(t- x=)7'2

13хГ ? 2x3
arc cos —
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“ У (У1У~ ։2*2) sjn Հ In ■ ֊ ՚ ֊
i_________________ */-~a

(x2 + y՝)' I y" — a- 
dy

•• (x,x? 4- 3ty-) cos 7 in
4 cx i--------- ---------- y-^ly

J (** у'Г I !Г ֊ a* 
о

+ ձՒ-«ւքյՋ^-(31ր- .,^+ 

с о

֊Լ Г У ^ЬУ՜ — Ч*') dy ,՝ I Г- а-’
» ԱԴ/Г)՜ I у2 — a- J г — у 

о

I «և (г- 0 cos 7 in   У- - — w3 (г, t) sin 7 In -   -—- 

I г — ay -ha г — а у т a
dr -•

X w3 (r, t) cos 7 In

j/)(XjX֊ ֊ր֊ a<v2) dy

° У ~ a

'ÿtt>4 (t/, -) (3Ky ' —Д.Х-)

«՚յ (r, է > sin ; In 
r — a у 4 a

— a՜

-y

dr\ df |-

+֊.J 
1’1

dy^~

о

ո
: Г)с

a 
^=-1’ 

՜ a՛ ,

J f У ( Ն!/- - 

•J (V: -I y-)-Vy2 ----------------Հ 
г У

։„jr, .)cos;|n!lXJÏ^-a,1(r,.)sin.;|n'_J!iL_£ 
r — a y a r a y 4- a

U U
_p v П*л <՜ ■ ^y-}wz(-., y) d X ■' (1ДХ- -r t3y֊)dy_ _

. (.rc4-»/j- " it J (л՜՜ 4֊ i;2)4' Уг — a5
0 <ւ

I I r' ~ a' I r 4- a у — a
----------------w։ (r, t) cos 7 It։------------ -- ------

0 r ~ У I r a у a

V . i r ֊ a у — a u»u |Հ, -) sin 7 In -------- -------
r a у 4* a

У^>з(у, ()(^у֊ 2гх2)

(x'£ + у*)г

3 л ’лвссгия М4 Армянской ССР. Механика № г
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А Г Г I ^֊а- I ն (г> t) cos Հ In r±ay-a
* J էժ + յր)-1 У* — O' J r — v | r-ay-\-a

и —•

wa(r, t ) sin 1 in  ----- - -—-
r — о v 4- a

и
f w*(t’ ÿ )(«>** 4-«#*) дГц.

J (x’ + p8)3

~~~У

Ъха) , , 
ay-

r e«.V:l dy \ I րչ____ <r

— У
u’j(r, 0COS7 In —-

r — ay 4- a

r ՝ ay a
X ws (r, ') cos ■» In - ш<(г, ') sin Հ In-------------- -—

r — a y + a r — a у ■ a
dr +

w2(-r y}dy —

X Г (^х* + иу*Ыу Ç I r: — a- 
J (Xs 4 уУ I y:— a'- J r — у 
e —

. r4 ay— a .
Wi(r, -)cos\ in------------------

r — ay 4-u

4-w«(r, t)sin Հ In  ----- —— I ժրէ Ժ“, 0<^x<o։ (1-46)
r — ay -i-o I I

(x, 0)=
2. x Л(а;)-Т,(й4 2
Г. o։ I a’ - x= Ո .) ժ/ Ժ - X«

Ж

շ Mm-w
* J -“I -։ - Xе
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4-А (Че) և. —i--------- xarc<:os^

-'J Г (Т-- х’?֊

4 х(% — w#)
h* 4- 2x4 arc cos X ՜ _ Зх

(v-x’)5'՜7 (-••-х=)=

Зт> 13х-У 
(**- х:)’;

X 
arc cos —

13х-д + 2 г3
C« х'^3

х(՝"« -t
4- 2х:) arc cos xl~.

С’-х’)37
Зх___

Г’-х’)3
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3’>т13х^ X 
arc cos--------

13x-s—2лд 
('*֊ xe>’

r “։о
2՜-: j֊x: 3x~:arccosr/՜:
(v-x3)’ (^֊x*>$'?

Су (M’ ՜ ’**’)sin *ln АмЧ w*) cos i in <r

------------------------<(ÿ— CX I -------------------------------------------
J ix’ + ifH'r-o1 J (x’ + №»’l У՝-*‘
(Г »

y (0\V - 4 
(x3 4 У:)

п«,(7. t}dy —

x Ռէ<; «<y;
(*’ 4- №i‘

u’։(f. y) dy

+ -L (• n^y'.._.^dL p <’ °i w, (r, ,) cos - |B 'Ճէք МП» _ 
«J(x։4֊J/*)4 քՀ_օ*յ г —y • r-cy-f-ü
о * ֊է

. г 4՜ о и — а
— w3 (г, է) sin -, In —--------------

г — ay • u

xJ Ր I Հ a* I (f ()r_^ay_a f
- J (x’4-ÿWV-a-.’ r~y I r-ay + a

о . -«

-r Wj ( r, t) sin ; In - ----- -  —----- - I di * dt ~
r — a y -г a \ I

*T ֊ \ *’»(•){ ( У (2ьУ, ~ ■ — m(y. -» dy ֊
'•J U (x- — </-)-

-)dy.
J {х‘^֊у‘У 
0

_ I f Г I r3-az
» J (x։-t- y*)z Vy9—^. r — y

. s f r — a y — a
tt’5(r, -)cos7ln--------z—

r — a y a

/ .» • i r ’ аУ~а— «’4 ( r, ) Sin 7 In-------- z------
r — a y i a

+ Л- (M-4y:)rfÿ Г I H-g\ I ,։ lr .) cos. ln ր լս y^a Ն 
« J (Xs 4֊ у‘)‘ I y*- U3 J r —У I Г - U У 4- a
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_ '21,-1, . _ 4 .. ։ _ 4
■ 1*М4+4) НМ44Ч)

3/5-2/г 5/^3^

։^(/2- 4) р4(4 : 4) +

Напряжения з^> (0, у) = ■։՛;' (О, у) вне разреза на линии х О выра 
жаются через функции Л'х(/) и Л2(*) следующим образом:

3Ю(0. у) - (0. у)-

1 У 4- аСО5* 1п - ------
~ У а
2 /։(/5-г/-.) I !Г -аа

(* гз։п\,1п—■—
/$с 1__________ Г — и

1Л1֊:֊\ /5) ,11 V2)
о

Зу<*1п/— . |/ I )
Ц2.у—\у Ч у- 1 /

у (у*+1?)՞՝

42^-п _ З///֊- , / / . £ 
//Ог-ьИ2՜ (^=-^)5* Ч.у 1 у

1 - -2\ '2՜ 'П
(у- — ■-)

У
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dr-г wl (r, /' sin 7 In - ----- °
r —a y H- a

rWjlr. /) 
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dr
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n

I u-f-ar a 
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и — art a
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/ , i r + ay — a- w* (r, •) sin 7 In-----------------
r — - a y -f- a

dr -

— -hyW2(', y) •- a։ (

о
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I 7 ֊ а2
Ых ((, и) С08 7 1п

г 4- а у — а 
г а у \ а

. . . . и ■ а г - а
- > и>э(н, /) $ш •; 1п-----------------

м — а г — а
</г1 сЛ

, \ I Г ! а у — аи».։ (г, ֊) со§ 7 1п----------------
г — а у 4- а

. . . , г 4- а у — а
ы.(г, -) $։п 7 1п-------- '---------

г а у 4՜ °
</г

. ■. . и и ՛ иСО. («, “) С05 7 1п-----------------
и аг а

—“ лЬ,---«’4 <’«» ') 51П 7 1п
и — а г 4՜ а

(1.49)

("1 + 1) !Ч 4՜ IV \ * (па 4 1) !*з I И»

“<4 У

2

*4 = 15 -
Л

2 2^1 (^ 4֊ Л)

Формулы (1.46). (1.47) и (1.48) определят напряжения и перемещения 
для заданных величин контакта а,. а:.

Если эти величины не заданы, го их можно определить из условия не
прерывности нормальных напряжений, что выражается трансцендентными 
уравнениями:

ЧМ«1) Т..(а3)-/<(а5) — О (1.50)

В частном случае, когда Е, — В.\ V, = V.; = «. и «—0, получим реше
ние задачи о вдавливании жесткого штампа симметричного очертания на 
упругую однородную полуплоскость, совпадающее с решением, получен
ным М. А, Садовским [ 141.

Когда а—0 и материалы квадрантов различные, то получается ре
шение контактной задачи о давлении жесткого штампа с основанием иро- 
язвольной формы, приложенного на части горизонтальной границы упру
гой составной полуплоскости [16].

Институт механики АН Армянской ССР
Ереванский политехнический институт

км. К. Маркса Поступила 4 IV 1980
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Ֆ. ւՈ՚ՆԱՍՏԱՆ, Վ. Ս. ՏՈՆՈՅԱՆ

11ԻՎՎԱ&ԻԴ ՎԵՐՋԱՎՈՐ ՃԵՂՔՈՎ Ա11-ԱԱԴ ԱԿԱՆ ՐԱՎԱԴՐՅԱԼ 
ԿԻՍԱՀԱՐԹՍ ԻԹՅԱՆ ՀԱՄԱՐ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

H. if փ ո ւ|ւ ո է մ

Դիտարկվ m ւ7 է հորիղոնակւսն /"//'/'.9 »կւ>ած ուղղածիդ վ երջավոր երկա
րության ճեղք ունեցող աւէս/ձգակսյն բաղադրյալ կիսահարթ ու թ յան ոչ սիմետ
րիկ կոնտակտային իւնդիրր։ Նիսահարթութ յունր բաղկացած Լ երկու համա 
սեո և իղուորոպ քառորդ ՝,արթ ութ յուններից, տարբեր աոաձդտկան հատկու
թյուններով, որոնց նսւյթ երի բաժանման դիծը ուղղահայաց Լ կիսահարթա - 
թյան եղրինլ Նյութ երի բամանմ ան դծի երկա/նրււվ տարված է դեպի կիսահաբ- 
թությւսն եդրր դուրս եկող վերջավոր երկարությամբ ճեդբւ Նիսուհարթության 
••որիդոնական եդրի մի մասի վբ1“ կիրառված Հ կամայական Հիմքով կոշս) 
'11'ո7'ե[', այնւդես որ դրոշմը դտնվում Լ երկա նյութերի վրա միաժամանակ ՛է 
նրա դիրրր ճեղքի Նկատմամբ սիմետրիկ չէ։

Ենթադրվում է, որ շփումր դրումի և կ իս ահ սւ րթո ւթ յան միջե բացակա
յում է։ Պ արդութ յան համար ընդունված է. որ կիս ահ ա րթ ութ յան եդրր՝ դրոշ
մից դ՚՚ւյւււ աղատ է կտրումներիդ։ Վերջավոր ճեղքի ե դրում կիրառված է Նոր
մալ ճնշումէ Նյութերի բաժանման դծի վրա ճեղքից դուրս տրված են լրիվ 
կէւն ւուսկսէ ի պայմաններս1

եէնդիբր լուծված է Տէուրյեյի մ ե թուշով: Ւնտեգրման դործսւկիցների որո- 
շումր հանդել է շ։,րլ' «դոլյդ» ինւոեդբալ հավասարումներից բաէչկացսւծ սիս
տեմի լուծմանը, րնդ որում երկու սդույդս ինտեդրալ Հավասարումների յածա- 
մլ1 r^‘l,lU‘l '^7' »ին դու j յէսր ինա եդրա / ՝, uttj ա ս ա րմ ան յուծմ անրւ Այնուհետ !< 
օդտաղործելով մնացած երկու «դույդյ ինաեէ(րալ հ ա վ ա n ա բումն երի և սին- 
էւոէյյար ինտեդրալ Հավասարման լուծումները, b'ljrH'/' լուծումը րերւքհլ է 
սՀրեդհոլմի երկրորդ սեոի երկու ինտեգրաք հավասարումներից բաղկացած 
սիստեմի (ուծմանր։ Սսւացված են կէէնտակտի չափերը՝ որոշող արանսցեՆդենա 
հավասարումներ։ Մասնավոր դեպքում, երբ դրոշմր սիմետրիկ է ճեղքի Նկատ- 
է)ամր ե ևեղրի երկաբությունր ձդտում է Օ-ի, ստացվում է բաղադրյալ կիսա- 
<արթությսւՆ 1ւդրի վրա կոշտ դրոշմի ճնշման իէնդիրր

ON CONTACT PROBLEM FOR AN ELASTIC COMPOUND 
SEMI-PIANE WITH A VERTICAL FINITE CRACK

H. F. MINASIAN, V. S. TONOYAN

S u ni id ary

The contact problem in the plane theory of elasticity for an elas
tic compound semi-plane with a crack of finite length along division 
line of the materials, reaching the boundary is considered.

The semi-plane consists of two homogeneous and isotropic quadrants 
with different elastic characteristics, whose division line of materials is 
perpendicular to the boundary of the semi-plane. On the boundary of the 
semi-plane the rigid punch with a smooth base is pressed in such a way 

41-



that the punch is located asymmetrically on the two materials simulta
neously. It is assumed that friction between the punch and semi-plane is 
absent. For simplicity it is also assumed that the boundary of semi
plane outside of the punch is free from outer forces. In the finite crack 
whose length may be determined, only normal pressure operates. On the 
division line of the materials, outside of crack, full contact conditions 
are given. After the problem is solved under the above assumptions the 
peculiarities of stresses are removed and the equations to define the 
crack depth and the dimensions of the contact zones are obtained.

The problem is solved by the Fourier method. The determination 
of integration coefficients is reduced to the solution of a system of four 
dual integral equations. The solution of the latter is reduced to the sy
stem of Fredholm’s integral equations of the second kind.
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