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ОПТИМИЗАЦИЯ ПРЕДВАРИТЕЛЬНО ИЗОГНУТЫХ 
СТЕРЖНЕЙ

Рассматриваются задачи оптимизации жесткости предварительно 
искривленного стержня, лежащего на упругом винклеровском основании. 
Стержень нагружен продольными и поперечными изгибающими силами. 
Минимизация критерия качества осуществляется за счет наилучшего вы
бора распределения начальных кривизн по стержню. Дан вывод сопря
женного уравнения и необходимых условий экстремума. Приводится при
мер и результат расчета оптимального решения для заданных значений 
параметров, характеризующих величины нагрузок, податливость осно
вания,

§ 1. Приведем постановку задачи и основные уравнения. Рас
смотрим изгиб предварительно искривленного стержня, дежами го на 
упругом винклеровском основании. коэффициент податливости ко
торого равен С. Стержень шарнирно закреплен в точках х = 0 и л — /, 
подвержен сжатию силой I* и действию поперечной нагрузки ?(л) 
(фиг. 1).

Форма криволинейного стержня в ^'деформированном состоянии 
(при отсутствии основания и действия нагрузок) описывается функцией 
/(х). Начальная кривизна стержня предполагается малой Смещения, по
лучаемые точками оси стержня п направлении осн 3, при действии нагру
зок и реакции основания обозначим через н(х). Величины смещений 
м(х) отсчитываются от нсдеформирусмой оси криволинейного стержня. 
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то есть полное отклонение стержня от оси х определяется величиной 
/(л) 4՜ “(х). а реакция винклеровского основания равна C[f(x) ;- м(х)]. 
Уравнение равновесия и граничные условия имеют вид [1]

(Dur,)„ 4֊ 1 Си 4֊ Pf„ 4֊ С/ ч (л) (1.1)

и (0) -= и (/) = 0, Оил։1х^п = Du*x |։֊/ — 0 (1.2)

где D EJ, Е — модуль Юнга, a J— момент инерции сечения стержня. 
Считается, что модуль Юнга и момент инерции не меняется вдоль стерж
ня. тем самым обеспечивая постоянство величины I).

Будем считать полную длину стервеня заданной и равной L. Это при
водит к изопериметрическому условию

t
( 1 \Tfyx L 

о
Учитывая то, что стержень является слабо искривленным, данное 

соотношение можно записать в виде

где 2 = 2(4-/) (1.3)
(I

Кроме того, из условия шарнирного закрепления стержня в точках 
(0. 0) и (0. /) вытекает, что функция /(х) предварительного распределе
ния кривизны должна также удовлетворять следующим граничным усло
виям:

/(0)-/(/)-0 (1.4)

Функция /(х). удовлетворяющая условию непрерывности, изопери
метрическому равенству ( 1.3) и граничным условиям ( 1.4). рассматри
вается ниже в качестве искомой управляющей переменной. Исследуемая 
задача оптимизации формулируется следующим образом. I рсбуется най
ти непрерывную функцию /(х), удовлетворяющую условиям (1.3). (1.4) 
и такую, что перемещения >'/(х). определяемые из краевой задачи (1.1), 
( 1.2). доставляют минимум функционалу качества

./ — j q (л) «(х) dx — min (1.5)
(f

Сформулированная задача относится к классу несамосопряженных 
задач оптимизации. Уравнение (1.1) играет роль дифференциальной свя
зи, для учета которой используется метод множителей Лагранжа и с его 
помощью выведем уравнение для сопряженной переменной.

Заметим, что ранее [2] в теории изгиба стержней исследовались за
дачи оптимизации механических характеристик за счет наилучшего рас
пределения «толщин» ио стержню или распределения жесткости D(x).
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В отличие от указанных работ, в данном исследовании рассмотрен но
вый тип управления — управление предварительной кривизной.

§ 2. Подучим уравнение для сопряженной переменной и условие опти
мальности. Составим расширенный функционал Лагранжа

/
II 7 + ( (х) | (^«-.)« -и Ри.х I Си (֊ Р/дх + С/ д (л-)] (1х 4՜ 

о

о

Через у(х) в этом выражении обозначена сопряженная переменная, 
а константа Л определяется из изопериметрического условия ( 1.3). Выпи
сывая выражение для первой вариации функционала П и выполняя стан
дартные преобразования (интегрирование ио частям), преобразуем вы
ражение для 6/7 к виду

'>П [(/Х',л)лд I Ри,, -г Со > ?(х)]*а •
о

I [.ри,г ֊ Си — 2'ДД VI <*х [(/->«- •)*} ■* («д) V

Из условия 6/7 - 0 приходим к краевой задаче для сопряженной пе
ременной

и>Кл,},х - Ри*. — Си -- — С/(х) (2.1)

г»(0) и(/)=0, Ругт/г_0 , 0 (2.2)

и к необходимому условию оптимальности

Рилх Си ‘2>/хх 0 (2.3)

Отметим, что сопряженная переменная £?(х)г определяемая как реше
ние краевой задачи (2.1) пр։։ граничных условиях (2.2). описывает рас
пределение прогибов прямолинейного стержня, лежащего на упругом осно
вании, подверженного действию продольной силы Р и поперечной нагруз
ки д(х). Эта интерпретация позволяет при отыскании функции (л) ис
пользовать имеющиеся результаты расчета для стержня на упругом осно
вании.

Уравнения (2.1) и (2.3) совместно с уравнениями (1.1)- (1.4) со
ставляют замкнутую систему соотношений, служащую для определения 
неизвестных величин и. г. /. л. Заметим, что краевая задача (2 I). (2.2) 
^служащая для определения сопряженной переменной) не зависит от 
управляющей функции /(х) и опИсывае։ продольно-поперечный изгиб 
балки на упругом основании, шарнирно закрепленной в гочках д —О х-- I.
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§ 3. Рассмотрим случай, когда стержень нагружен постоянно։: попе
речной нагрузкой q(x) Я.,. а продольные силы являются сжимающими 
Р > 0, причем будем предполагать, что основные параметры задачи удов
летворяют следующим неравенствам:

р -п^Ч) , СР СР _\՜ ....
Р —— 1- — при — п֊ (п ■ I )֊

rr~‘ LJ

СР СР. ... п9 ..../-*< ------------------  : --------------- при > П‘ (л - 1)՜ (3.1
Р (п4 I)2-2 -'D'

г ( 1 1
п - entier ( — I ' -ц )

При выполнении условий (3.1) стержень находится в докрнтическом 
состоянии и не теряет устойчивости.

Получим выражение для сопряженной переменной с(х). С этой целые» 
проинтегрируем уравнение (2.1) и выберем четыре постоянных интегри
рования, используя для этого четыре граничных условия (2.2) Будем 
иметь в первом случае, когда /52/4/3>*С

V = С\ sin Алх С-> cos Ахх ֊}֊ С, sin А2х С, cos Даг — qJC

А ֊ I 'Г-L I . А - 1 / - I
1 ~ I 2D I 4D2 D ֊ I 2D I AD֊ D

Яо (1 — cos Д1/) с л’
1 д1-д5 ( ' sin AJ Al Al C

r Д? Qo ( 1 cos A2l) Яо
3 4Î- Al c sin z4..Z 4 Al-Al c

во втором случае, когда P-jAD—C

v — С\ sin их - С2 cos рх ? С3х cos рх | С.։х sin рх — с/0, С

с, = , (1 - cos р/) (sin !-/ - ֊4)’ С= -
Csin-p/ ' 2 / С

C1 , <cosi‘/՜1)՛ (3-2)
2С sin ;Ч 2(-

в третьем случае, когда Р?՝ 4/3С

v = С. sh .4t.r sin Дох - Cz sh A ,x cos 42x -f- C ch Д,х sin A2x - 

— C.i ch Xj.v cos A..x —: qn :C

A1 T I I 4/3. 4/3 ’ A" I 1 AD ՝ AD
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Аг А{ _ ди(А:-~ Аг) $т АЛ
2А.А- С՝ ~2 2САХА, (сЬ/4։/ - со$Л2/)

С։ - 7--Г1. л Г°-------- Т7Г ( А -՛ " Л,‘Г/' А,1 ). С, =
С (ей А՝1 ֊^֊ со-ч АЛ) \ • 2АХА. 1 / С

Используя найденное представление для сопряженной переменной 
:։(л։) и условие оптимальности (2.3). получим искомое распределение на
чальных прогибов Г(х). Для этого последовательно подставляем выраже
ние (3.2) в (2.3) и дважды интегрируем получающиеся уравнения для 
,'(л). Определив далее константы интегрирования из условия (1.4), запи
шем выражения для / (л) в указанных случаях 

Яс,х' ։_ /)д,уА\А՝:
2 И?- Л?)

(1 сов Ах1) 
з։п АУ1

ь։п Л։.г 4- со$ Л ։х —

-------—— 81П А-.х — со$ /Кг —л1, при ------>С
$\п А.։1 - I 2 (
/(х) = 2_ [_ _ £2^1 ։!п ,,л. +

2л I 2 2С I 8*։пгв/

(3.3)

(1 со««?)----------------- л- с 05 рх — х яп ух 
«։п }Л

/(*) =
£>?0(Л]+ А& 

2САХА.

при = С (3.4)

$й А։х $1п А2х —

<в‘|п .4 ./яЬ АуХ со$ /1.x 4- яЬ 4д/ сЬ яп Лсх) 
(ей ?4։/ |֊СО5/12/)

<1о1 Х1
2 I

(3.5)

при Р~:А1)С.
Константа л. фигурирующая в (3.3) -(3.5), подсчитывается по фор

муле

(3.6)

Для отыскания соответствующих распределений прогибов «(л) тре
буется подставить найденные выражения для /(х) н уравнение равнове
сия (1.1). выполнить интегрирование этого уравнения и удовлетворить 
краевым условиям ( 1.2). Проведя выкладки, приходим к громоздким вы
ражениям для прогибов ■'■'(х). которые ввиду краткости изложения опу
стим

Рассмотрим конкретный пример. Для удобства проведения расчетов 
о, Р1- п՛воспользуемся безразмерными переменными Р -- г/, = ֊^-; С =

= ^֊.
й ’

V . г I—՝, Ь - “ и придадим безразмерным параметрам задачи
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следующие значения Р'— О; С' 16; д, = 20: Ь՛ 1.1. Для указан
ного набора параметров Р-'АИ =■ С и, следовательно, справедлива 
формула (3.4). Оптимальное распределение начальной кривизны /(л) 
представлено на фиг. 2. Как видно, отклонение оси стержня от пря
молинейного положения является симметричным относительно точки 
х = 1/2 и направлено против действия поперечной нагрузки.

Оценим эффективность оптимизации. Для этого сопоставим значения 

функционалов / при рассмотренном наборе параметров для оптимально 
искривленного стержня и стержня, осевая линия которого является пара
болой /(х) = 1 24 (Л — /),/3 х(х /)/2. Выигрыш, получаемый за счет 
оптимизации, но сравнению со стержнем, первоначально изогнутым по 
параболе, составляет 7%.

§ 4. Приведем другую постановку задачи оптимизации предваритель
но изогнутого стержня па упругом основании. В отличие от задачи, 
разобранной в §1—3. будем предполагать, что реакция основания на кри
волинейный стержень до приложения нагрузок равна пулю, то есть будем 
считать, что форма поверхности упругого основания совпадает с формой 
осевой линии ненагруженного стержня. Обозначим, как и прежде, вели
чины смещений в направлении оси 3 точек осевой линии стержня под дей
ствием нагрузок через а(х). Тогда реакция упругого основания будет рав
на Ск(х). а момент продольных сил Р запишется в виде Р|//(х) /(.\)|.

В рассматриваемом случае задача оптимизации заключается н оты
скании функции /(л). удовлетворяющей изопериметрическому условию 
(1.3). граничным условиям для /(л) ( 1.4) и такой, что функция ■•'(л), опре
деляемая как решение краевой задачи для уравнения равновесия

(Йм).мЬ Ри.,1 ՝ Си Р/— д (1.1)

при граничных условиях (1.2), доставляет минимум функционалу ( 1.5).
Для получения условия оптимальности используем методику, приме

ненную ранее о § 2. При этом сопряженная переменная снова определяет
ся как решение краевой задачи (2.1). (2.2). Условие же оптимальности 
примет вид

(4.2)
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Интегрируя дважды уравнение (4.2) и выбирая константы интегри
рования из граничных условий ( 1.4). будем иметь

/(х) = Рр(л)/2/. (4.3>

! аким образом, функция /(>'), описывающая форму осевой линии 
предварительно искривленного стержня, отличается от сопряженной пе
ременной только постоянным множителем Р'2/.. Отыскание же сопряжен
ной переменной с’(х) сводится к задаче (2.1). (2.2) расчета балок (прямо
линейных стержней) на упругом основании при указанных продольных и 
поперечных силах. Для типичных статических нагрузок, встречающихся в 
приложениях, эта задача решена и функция У(х) может считаться извест
ной.

Приходим к выводу, что отыскание формы предварительно искрив
ленного стержня сводится к вычислению фигурирующего в (4.3) множите
ля Лагранжа А Окончательное решение задачи оптимизации примет вид 

!
I 2 (£-/) ( и’ </л-у ՛' « (4.4)

О

Таким образом, справедливо следующее утверждение: оптимальное 
предварительное искривление стержня определяется с точностью до мно
жителя функции распределения прогибов прямолинейного стержня, лежа
щего на упругом основании при тех же условиях нагружения. Нахождение 
же множителя сводится к вычислению определенного интеграла.

Это утверждение остается справедливым и для других видов гранич
ных условий.
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S u m m а г у

The problems of optimization of prebending beams on elastic foun
dation are considered. The minimization criterion of the quality is 
realized by means of the initial eurvity over the beam.
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