
2ԱՅԿԱԿԱՆ ՍԼԱ ԴԻՏԱԻԹՅՈ ԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
известия академии наук армянской с с рՄԼխաՈիկա XXXIII, № 5, 1980 Механика.

П. В. ГАЛПЧЯН

КРУЧЕНИЕ ТОНКОСТЕННЫХ КРИВЫХ СТЕРЖНЕЙ, 
СОСТАВЛЕН! 1ЫХ ИЗ РАЗЛИЧНЫХ МАТЕРИАЛОВ

Рассматривается задача о кручении кривых тонкостенных стержней 
в виде сектора кругового кольца, составленного из различных материа
лов. Постоянное но длине составного стержня меридиональное сечение об
разуется из областей Й/(/ — 1,2......Л ), соответствующих различным
однородным, изотропным материалам, являющимся упругими средами Гу
ка или подчиняющимся условию изотропного упрочнения. Стержень скру
чивается противоположными силами приложенными к торцевым сече
ниям по оси кольца (фиг. 1).

Аналогичные задачи для призматических стержней н линейно-упру
гой постановке рассмотрены в [1—7]. Кручение однородных, изотропных 
кривых стержней из упрочняющегося материала рассмотрено в [8 -10].

Задача о кручении кривого составного стержня из линейно-упругих 
или нзотрапно-упрочняющихся материалов, когда составляющие части 
однородны и изотропны, в общей постановке исследована в [11. 12].

В настоящей работе на основе результатов автора [ 111 исследованы 
упруго-пластические напряженные состояния симметричных тонкостенных 
стержней с сечениями, имеющими очертания двух видов. В первом случае 
стержень состоит из трех слоев, спаянных по боковым поверхностям, с се
чениями и виде узких кольцевых секторов, вытянутых п радиальном на
правлении. Наружные слои изготовлены из одинакового материала 
(фиг. 2). Во втором случае стержень в виде криволинейного тавра состоит 
из двух тонкостенных стержней, изготовленных из различных материалов 
и спаянных по боковым поверхностям (фиг. 6).

Фиг. 1. Фиг. 2.

Решение задачи получено в предположении, что составляющая каса
тельного напряжения по толщине стенки равна нулю. Па основе найден
ных формул рассмотрены численные примеры. В предельных случаях по
лучены решения соответствующих задач линейной теории упругости.
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1. Основные уравнения задачи. Принимается сферическая система 
координат г, 0, <р, связанная с прямолинейной прямоугольной системой 
х, г/, z по известным формулам х = г sin О cos®, у = г sin б sin ®, 
z г cos fj. Ось z направляется по оси кольца. В данной задаче все 
компоненты напряжения тождественно равны нулю, за исключением 

и не зависящих от [11, 12]. Физические соотношения между 
компонентами тензоров деформации и напряжения в 2/ принимаются 
в виде

Л(П)^;2С„ т^=/,(Г,)х;;>/ад (1.})

Здесь Г/— интенсивность касательных напряжений, ( Т/) — функ

ция, характеризующая упрочнение материала, С/ — модуль сдвига. 
/ДГ/)՜! соответствует линейно-упругому материалу.

С использованием соотношений между компонентами деформации и 
компонентами смещения при малой деформации получены выражения 
[11. 12]

л Л О • д \ -4 /1 О\
2L, = r—( 1J- —ctyG, 2^-sin9—- 1--------- (1.2)

dr \ г / г (Л \rsino/ г

откуда следует уравнение совместности деформаций. Здесь — произ
вольная функция и О, А = const — крутка.

Перемещения имеют вид

и = Л® cos &, ufj = — Д® sin и = и а 4՜ Br sin О

в--^им "'2) -
*/2)

Or
г’Чкх. rd

Введением функции напряжений Ф

-Л - - 2AG։ дф>" а>= 2АС։ (>ф<" 
V r’sin:& rssin։9 dr

задача сводится к уравнению

д - А Л(^)0Фсо 1 1 
dr г3sin3О dr | S'n drJ r*sin ’fJ dfJ | r2sin30

с граничным условием <!’ — О на Г2У и условиями на Г2/,

G, Ф<0 ֊■= G?l>(",
Оф'л 

ot
(1.5)

Здесь

т 2AGt I 7՜1 / 1 ОФ(°У
11 ~ г sin2 9 И \ Ur ) ’ \ / db /

•Фи’ представляет функцию напряжений Ф в области 2/, Г20 грани
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ца области всего меридионального сечения стержня ։20, Г2/у линия 
раздела смежных областей 2/ и 2;.

Для силы Р-. имеем выражение
Л' р р ф(.')

Р։=2Д?С/ (1.6)
й ,) 4 г’зш’У

2/

2. Кручение тонкостенного симметричного трехслойного стержня. 
Рассмотрим случай симметричного относительно плоскости ху трехслой
ного сечения (.V = 3). когда Г2/ образуется соответственно из коорди
натных линий: 0 — п/2 — 8, Ч = и/2 — т\ 6 -/2 — а и Ч = г.(2 - а, 9 =
= */2з+  Р (2?г^г2 'х)«1)’ Материалы областей и 2, одинаковы 
(фиг. 2).

Пренебрегая, ввиду малости толщины стенки, компонентом напряже
ния тФ и вводя при этом новую переменную 0) — 6 — л/2, приводим урав
нение (1.4) к виду

д МТ,) оф*'>
<?<'.) Г*  СОЗ3 «> дм

1
СО53 <"

2АСИ <ЗФ(0

Г3СО52й> Си) (2.1)

Интегрируя уравнение (2.1) при 1 — 2 и / = 1,3 соответственно, по
лучим

_ - 2_ и (։•>) СО52 <•*  
дм 2 '

(2.2'

, _. 0Ф г~ , . . „ к։п а 2 ,
(Гз)— ֊2 ?НСОЯ><.>4 ггСО5’ш-

дм
. / О ।

г / т՝ \ г2 I / \ • 8«п Я о ,А < — = Т ՛*  <”>со։՜''' - 77^77со։ и “ (2.з>

дм

где

(<о) — tg <0 т СОК <•' 1п ։$£

В уравнении (2.2) учтено, что ’ г = 0 при Ю = 0. Вели чины в квад
ратных скобках в (2.3) определяются из условий (1.5) на । Опреде
ляя эти величины и объединяя (2.2) и (2.3), будем иметь

=-уЛ'0՝')'И>")со։=>" (/-1,2,3) (2.4)

где /*  (Г/) = 1//? ( Г.>), Г/— интенсивность деформаций сдвига.
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Согласно (1.1) и (2.4) будем иметь

г, = г = |2Гтг|- |ЛНш)|
2г г

Проинтегрировав (2.4) при / = 1,3 и : = 2 с учетом соответс1венно
•граничного условия н первого условия (1.5). получим

Ф(< ' (г, ш) = Ф ’ (г, —ш) - -у /,* (Г) 0 (|’>) СО8՜ «•></<»» (2.5)

ив
Ф<2> (г, <“) — — \ /./ (Г) б (‘'։)СО8՛՜ ('»(/и» I-

— «
—— \ /։* (Г) <» (•'») СОЗ” <'*</«! (2.6)
2С2 л

֊3

Подставляя (2.5) и (2.6) в ( 1.6). получаем следующее выражение для 
силы Р::

Р։=- AG, /1’(1՝)?г(г։) сов ■/;</»,

- AG. А’(Г) ?('.)?('<)</', (2-7)

где

‘гт(т+”)Ф (т;) - 55 п 7։ — СО8՜' < 1п

Примем/, ( Г/) = 16 Г/ , /■t=^■l|(2G|) , где X/ и ч, -положи

тельные физические параметры. Когда ^ — 1. интенсивности касатель
ных напряжений 7՜ и деформаций сдвига Г связаны соотношением

Подставив значение // (Г) при '^—1 в 
грирование, получим

(2.7) и произведя инте-

где

= 5£П А аг (г.‘ а ) •> (т,) СОБ гДг,

и
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а, <4! а ) = + у-г. + 41.4 I й; гг? (4) г
4/./ ч?-/ 4

+ Г--1- 2 | Л ] С| X, 6 (4)|Л 4 С| в) _
4л/

гл<,1/։„ , /4 4֊ 4 | Л | С, •/./ гх? (т() -֊ 21Л | С/ ч * (^) 4֊ и
— [ЛСчб (>;)]’ а/ 1п —„■. . . . ֊■=--------------- ------------------------

I г} + 41 А I С/ Т, 4֊ 2 I А I С, >.< * (ц) -ь г2

Подставив (2.4) в (1.3), окончательно получим

-<о т-________ 2 Л 6’/ ь (ш)
г ֊ |/ г~ 4(7/ /■/ г | А՝'-> (<՛>))

В случае линейной упругости из (2.5) — (2.7) л (1.3) соответственно 
получаем

Фп)=ф(3,= -С{8!п’о> + 
4 I

1п (1 — Я'1П о>)----- —
2

(1 — 510 Ш)2 -г

1п (1 - 5Ш V/)----- — (1 4*  8։п <՛>)" —

1_
3

1п(1 втш)----- — (1 —з1п«))3

(1 -}- §1П ։’>)3 5»П2 ? —

| 1п(1 4֊3т£)- -^|(1
4- 51П г)" —

1п (1 в։п ?)----- (1 — З)2

1п (1 — БЖ ?) — -֊-

1п (1 4՜ ят б)----- у I (1 Б1п

(1 - нт 8)л

<1>(" — — к1П2ш 4՜ 
4 I

1п(1—я'|п<՛»)----- — (1— 51П и))՜ 4՜

1п (1 - 51П ю) — (1 
3

т 8Ш ">)

— ь1п <•>)’ —

1п(14"Я'ши>) -֊֊- (1 4՜ 8՜։։» •’>)’—в։п2а—
33
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— 1п(1 ; -5Ш.т)-----— (1 — 5։п а)5—

1п (1 — э։п я)----- (1 — $։п а)8—

(1 Г з։п *) 3 +

; 1п (1 — э'т а ) 
3 т (1- $։п а ят-'а — вш’З -֊

• |- 1п(1 4- 5։п а)----- -- (1 - ян» я 1п (1 — эм а )----- —
2

51П я)՜ —

где

----- у- 1п(1Ч֊5»па)----- у- (1 -I эта)3 - 
3

1 I /1 : » 1
-------- 1п (1 — 8»п а)  
3-------------------------3

(1 — 5»п а)’ —

( 1 -֊ 51П 8)2 — 1п(1—5»пр)----- (1 ь'н» Р)2 -Г

з1п 3)----- -
3

(1 -К'тЗ)*  ]-

1п (1 — 51П 3)-----—
3

(1 — 5։п₽>э[

А = £

С,
Х(П = 

ЧГ ---------- >(<«)
С\г

•?2(у|)со5 Л ? <V) ? (ч)

<1

— !п(1-|-»։п;՜

На 
нии а

2

3

1
3

2
3

£ 
3

. . 1
$։п з) --------

3

3

фиг. 3 приведены эпюры распределения напряжения '?г в сече- 
случае линейно-упругого материала. При этом принимается

г, = 1.4 г։, з = 0.0055 рад, 8 0.011 рад и = 26’-. Эпюра напряже
ния в случае упрочняющегося материала изображена на фиг. 4. При 
этом г-1 = 15 сл։, г2 — 1.4 г1։ а — 0.0055 рад, 3 0.011 рад, 62 = 
= 0.42-10° кГ!см\ 26՝г, V, = 1, /с 2? 10 ՝ слг х/՜ и Р- =

= 5.1 к Г.
На фиг. 5 приведены график»։ зависимостей между 7՞ и Г для выбран

ных материалоз (<л = 0.42- 10'3 х/’/сл«2). Графики для линейно-упругих 
материалов представляются сплошными линиями. Кривые 1 соответству- 
»от материалу области а 2 — области
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3. Кручение тонкостенного стержня в виде криволинейного тавра. 
Рассмотрим кручение кривого стержня, составленного из двух стержней, 
изготовленных из различных материалов и спаянных по боковым поверх
ностям в виде тавра. Меридиональное сечение одного из них. соответствую
щего области О,, имеет вид узкого кольцевого сектора, вытянутого по на
правлению г, а сечение другого, соответствующего £2;, представляет собой 
узкий кольцевой сектор, вытянутый по направлению 0. Меридиональное 
сечение составного стержня расположено симметрично относительно пло
скости ху (фиг. 6).

ШШ՝РХД?

Фнг. 3.

Фиг. 5.

Вследствие малости толщины стенки можно принять, что всюду в Q, 
компонент *<9  пренебрежимо мал по сравнению с В частях области 
Q., весьма отдаленных от оси симметрии, компонент "'՜ пренебрежимо 
мал по сравнению с и, кроме того, на оси симметрии г— 0. I ’мея а 
виду эти обстоятельства, можно всюду положить 0.

Уравнение (1.4) примет вид

<?_ А (Л) ,>ф0) -.г. 1 т 2AG' дф1>>
(А) Г2 COS*»  <7® cos3® 1 г’cos2® d®
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d 1 , г _ 2AG, <?Ф|2) .
dr Г2 О Г I Г2 ’ " Г՛-'cos2 О) dr

Дважды интегрируя уравнение (3.1), получим

е)ф(11 г"
-^7՜ = Г\ (G) ՛? («О cos2 <■> (3.3)

Ф'։> =-----/} (Г,) 0 (v>) cos2 wd՝՝> (3.4)

МЭ

В уравнении (3.3) учтено, что ' ПРИ w = ^), а в (3.4) — граничное 
условие.

Согласно (1.1) и (3.3) будем иметь

v(l) - — Г. 127(1) I = 14zfe)J
*</ 2/֊ ? («'»). 1 1 I

Ищем Ф в виде

। (2} Ф?’\ когда 0 <<>•■< а

Ф? ՝. когда а -С w 'С

Проинтегрируем (3.2), принимая *0._ 0 при г г2

<3.5)
и' г2

Согласно (1.1) и (3.5) будем иметь

(.м Л(г —г2) г 2|Л(г —г2)|-Л ֊2--- ----------------- > I 2— ----------------------
fv r2r cos2 w ’ r2r COS2 о)

Интегрируя (3.5) от г.- h до г и удовлетворяя при этом на Г£1>2 пер
вому условию (1.5), получим

ф!2) = г — r2) г dr

^'1 (r2~ к)' Г /•/! И >(|'>) |\ л
------ ---------- > /« (------------- ) ? (0>)cos“ (3.0) 

’ \ г2 — Л /
III

Функции Ф|' и Ф?должны удовлетворять первому условию (1.5) 
(2)на линии раздела (•> = а и, кроме того, Фг должно удовлетворять гра

ничному условию на г=г.—Н. Интегрируя (3.5) с учетом этих условий, по
лучим
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= /»(rju-rjrrfr (3.7)

Подставляя (3.4). (3.6) и (3.7) в (1.6) и производя интегрирование, 
для силы Pt получаем выражение

/»-А •
р, = — AGi ( dr ( /։ (Г։)<»,(л)соя \drt — 

г, V

г -ag,(г._ ли ( ֊ С/,՜)4»(г.)cos+
J r՜ J V r։ — /» / 
r,-A 0

+—Л‘(Г։)(Е֊г,)(г, UA-Orf-: (3.8)
г. (r, + ft) J cos'«»J

0 r,-A

Взяв н (3.8) при = 1 функцию п прежней форме и про

интегрирован, получим

о

(ъ ^4) ? (т») cosijdr, т
______ !______ >■("■; A)da 

12>3(r. - Л) J cos«« 
о

41 Л I G\ (rs — А) А Г(rj cos r,<fr( 

л . 4G^M ГЖ)
° 1 +] ։- —Г։_А

Здесь в выражении а։(т]: Я) вместо G следует принять г.—Л. 

?1 (Ш; Л)= 1 l г- |3r7 4А (rj 4. А)] +

-4г1к֊Ч-А(Зг։ + 2Л)]-4[г։ч A(2r։+ A)]J

+ js. | 34 + 8A ( rt - ± A) I ֊

Л)

^(T-g);13g:(r» + 2/l) 2»(2n ■ 9A) + 4(r. 3A)|-

(T-?g)^ 13/|л? + 2Л) 2g (2r= ■ <)Л) ’ ЗА)]

_ 6 И j бугга>?[2(г: 4- A) 4- g(r2 26)1 

(1 4- ^) cos1*»

5
4

— 4g rj 6Л
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]п Г О 4- £)(г2 4 /а) [Л (1 4՜ ,?) 4- •(- 2 (г2 -г А) -- (гг -!- 2Л)
г._. (2| 1 4՜ .? 4՜ Ц 4՜ 2)

. 24 Л: (г л) , 6 М I С'Л'У? |2(/-2 4- А) — g (г- 2А) I и 
(1 — #)гс<>5гю

где

Г2 С08‘ ю

, 1____________________ Г2(2 И-*-*4- 2)

• - 51П «)------— (1т ‘О)3 — 81 Л2 а
о

12 Г(1 ֊ (г2 ֊ Л)[г, ֊ (1 - £) А] 4- 2 (г; - А) - (га ֊ 2Л) 

при 1 — й>0

2 -----------------
2--------\ Г2(г2 — 11) при 1—^ = 0

Г2

1 / . 2(га—Л) — я (г։ —2А) , 2֊^\
.- ■ ( а гс 81 п--------------------- --------------- - агс$1п -------- I1^-1 V г2§ £ )

при 1 — <0

Подставив (3.3) и (3.5) в (1.3), получим выражения '4> и при
чем 4’/ определяется формулой (2.8), а ■£> имеет вид

____________4Л6а (г — га)

Г.,Г СО8։0>(1 4- 4- ?(<0)^

В случае линейной упругости из (3.4), (3.6)—(3.8) и (1.3) соответ
ственно получаем

4

( 1
•|81п2шт 1п(1 5Ш <’• )----- (1—з1п •!՝)*'

|- 1п (1 — 81п<о) — (1 4՜ з!п ю)2 —
2

81П и> ) — у | (1 - 51п О))3 —

1п (1 — 81п а)----- -- (1 — 81П а՛ 1п (1 4-51па) — у (14“51па)24-
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где

(1 -֊ з։п а-)3 -Ь

1п (1 Ь $։п а) у
3

(1 4՜ ею а)’1

ф‘>” =-1֊ 1'-= (2<- 3г.) + (г, + 2А) (г. Л)=]+

■ Ф<2>= Х(^(2г_зГ։) + (г։ + 2Л)(Г։_А)«] 
6г2

х(1) _ (<*»)  2ЛСг(г —г2)
С\г С\>Г2ГСОЗ"Н>

с = _ 4<72Ла>(Э)
Зг;.(г2 Л)СО5р

+ №+.*)(>•»֊'•»)֊*<'•«- ЗМ] Г со։ .,։>г(т) &
Гц + Л .)

п

На фиг. 7 изображены эпюры распределения напряжений •՛?/ и "1в‘ 

в случае линейно-упругого материала. При этом принимается г. = 1.4г1, 
Л = 0.013г1։ а 0.008 рая. 3 = т:/18, <7,=2(72. Приведены также эпюры 
напряжений в случае упрочняющегося материала (фиг. 8). При этом 
гг = 15 еле, г2 = 1.4 г\, /1 = 0.013 гр а = 0.008 рад, 3 — »/18, 6\ 2б2, 
б\=0.4210п кПслг, ֊- 1, л2 = 2/1։ - 10 3 слг/кГ и Р: = 3500 к/՛.

В заключение отметим, что все линейно-упругие решения, приводи
мые в данной работе, получены впервые. Эти решения можно получить 
предельным переходом, когда ՛■) — 0, из решений для упрочняющихся ма
териалов.

Институт механики
АН Армянской ССР Поступила 12 II 1980
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Պ. >1.. ԴԱ1.ՊՀՅԱՆ
ՏԱՐՐԵՐ ՆՅՈԻՐ-ԵՐԵՑ ԿԱԼԱՎԱԾ ՐԱՐԱԵԱՊԱՏ ԿՈՐ ՃՈՂԵՐ!« ՈԼՈՐՈւ՚ՍՀԱ մ փ n փ ո ւ if

Ուսումնասիրված I; շրջանային օղակի սեկտոր ներկայացնող բաղադրյալ 
բարակապատ կոր ձողի ոլոր ման հետևանբով սւււսւջա ցած լարվածա յին֊ղե֊ 
ֆորմ արված վիհակրւ Սողի երկարությամբ հասւոաաուն միջօրեա կանային 
կսւրվածբր կաղմավ որվոէ մ է Հակի առաձգական միջավայր հանդիսացող կամ 
իղոարոպ ամրապնդման ենթարկվող տարրեր համասեռ ու իղոարոպ նյու~ 
թերից։

Խնդիրր բերվում է լարումների ֆունկցիա լի նկատմամբ մասնակի ա֊ 
ծանցյէսլներուէ ոչ գծային դիֆերենցիալ հավասարման: 'յաոավղային ուղ
ղությամբ Հղված նեղ օղակային ռեկտորի uthug ունեցող կտրվածքով եռա
շերտ սիմետրիկ ձողի, ինչպես նաե տարբեր նյութ երից պա in բա ս tn վ ա ծ երկու 
բարակապատ ձողերից կաղմ ված ե կոր աավրի աեսրով կողմնային մա֊ 
կերես/յթնեբով գոգված սիմետրիկ ձողի համար, out ացված են մոտավոր, փակ 
լ էէէծումներ:

Բերված են թվային օրինակներ ե լարումների կպյոլրներ:

THE TORSION OF THIN-WALLED CURVED BARS COMPOSED OF DIFFERENT MATERIALS
P. V. GALPCHIAN

Summary

The stress-strain slate on torsion of curved composite thin bars 
in the form of a circular ring sector is studied. The meridional section, 
which is constant along the length of the composite bar, formed of 
some domains, corresponding to different homogeneous isotrop materials, 
which are Hook’s elastic media or obey the condition of isotropic stren
gthening.

The problem is reduced to the nonlinear partial differential equ
ation relative to the stress function.

The closed approximate solutions for a symmetric three-layered bar 
with a narrow circular ring sector, extended along the radius, and also for 
a symmetric bar formed of two thin bars of different materials and sol
dered on lateral surfaces shaped as a curved tee, are obtained.

Some numerical examples and stress epures are presented.
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