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К Б. КАЗАРЯН

К ЗАДАЧЕ МАГНИТОУПРУГИХ КОЛЕБАНИИ 
ПЛАСТИНКИ С УЧЕТОМ ЭФФЕКТА ХОЛЛА

Рассматривается задача колебаний электропроводящей бесконечной 
упругой пластинки в присутствии внешнего магнитного поля с учетом эф
фекта Холла. В отношении пластинки принимается гипотеза Кирхгофа. 
Токи смещения нренебрегаются по сравнению с токами проводимости. 
Для простоты считается, что магнитная проницаемость материала прово
дящей пластинки равна единице, пластинка находится во внешней среде, 
отождествленной с вакуумом. Материал пластинки обладает конечной 
электропроводностью.

§ 1. Пластинка постоянной толщины 2/l находится в постоянном маг
нитном поле /7.-. Прямоугольная система координат сориентирована так, 
чтобы координатная плоскость (х. у) совпадала со срединной плоскостью 
пластинки.

Линеаризированные уравнения движения пластинки во внешнем маг
нитном поле имеют вид [ I]

а-ц d‘v . 1 — 1* / ()-v . д՝и \
------- F !*• ---------- 1---------- I----------- 1--------
dxz дхду 2 ду? /

= [R dz
Е 2hE J

—я

.. 1_J? / J2L-+ = j-l1 '1~> _ 0 f
ду- дхду > \дх<)у <Лг7 Е Л։ 2/,£ J

-Л
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D^. w 4՜ 2;*/» —— । ( Аг 4---------2 I—z— z\dz (1-1)
uf* J \ ОЛ dy J

-h

(E модуль Юнга, p — коэффициент Пуассона; и. V, ОУ—компоненты 
лехт'.ра перемещения). D 2£/13 3( I—р ).

Уравнения для возмущенного электромагнитного поля в области, за
нимаемой пластинкой ( | Z | Л), и вне ее (|г| и) имеют вид [1].

rotA ֊— -----/; rot е - Л ; div Л С: div е — (1.2)
с J с •>< *
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TOtftM^_L rol?" = divA'” = 0; div7'։ = 0 (1.3)
c (ft ’ C (ft

Здесь h, e—соответственно векторы индуцированного магнитного и элек
трического нолей и области, занимаемой пластинкой; h 'Ч е векторы 
индуцированного магнитного и электрического полей во внешних об
ластях; /—вектор плотности электрического тока пластинки; р,—плот
ность свободных электрических зарядов, с — электродинамическая по
стоянная.

В (1.1) R вектор объемной силы электромагнитного происхожде
нии

а: —I/- Но) (1.4>
С

Уравнения (1.1) и (1.2) связаны между собой посредством вектора 
плотности электрического тока /՛.

С учетом аффекта Холла закон Ома для медленно дмижущихся сред 
запишется в виде |2]

7= =р֊— — ՝■ о-*)
\ с <М /

где р0 - R „в, R,.— коэффициент Холла.
Уравнения (1.2) и (1.3) связаны между собой посредством обычных 

граничных условий на поверхностях

Л=Л<'’; е. = е?>; е, = 4'։ (1.6)

Для решения задачи является удобным представление векторов 
Л, е, А(*\ е'! с помощью вектора-потенциала А:

Л = rot А; е1'1 =----- -—; //'” = rot/4‘'։ (1.7)
с (Л

Тогда, после некоторых преобразований уравнений (1.2) и (1.3) с 
учетом (1.5). для определения векторных функций А. А получим сле
дующие уравнения:

△Л “ grad div Л — ?0[( Л grad div Л) Х/70] 4*

■ ° °'8’

(1-9)

Вектор объемной силы R посредством вектора-потенциала запишется
в виде

R — — ((— Л -г grad div Л) X 77О] 
4г.

(1.W)
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§ 2. В дальнейшем рассмотрим частный случай колебании пластинки, 
когда упругие и электромагнитные возмущения не зависят от координаты 
У (—— О), и ограничимся изучением двух характерных задач магнито-

\ /
упругих колебаний пластинки (/701 = const, /7,,.. -- 7/03 — 0; /701 ֊ const, 
Нв1 = Ноа = О).

В случае действия продольного магнитного поля //., связанные урав
нения колебаний пластинки имеют вид

д֊А։ д-А* 4кз дАя . п
dz2 Oxdz с2 dt

&Ач д'֊ А.. _ и / д2A s _ д‘А, \ to dA.t _ _ to/701 dw
дхг dz֊ ,fl° 01 \ дх2 дхдг) с~ Of с2 dt

д2Ле .. и /о֊А„ д*А9 д'֊А,\ 4-5 dAt 4-=/^ dv 
дх2 ' 01 \ дх֊ “ dxdz) е 01 ~ сг dt

йм1;’ <<м(;։ 1 1>=а՝:՛
dz՝ dx‘J cz dt"

1 г- dt (2-2>

&A{;> ։ <гА՛!' 1 &A{?
dz- 1 дх֊ c2 dt2

<)2U (1 Ps) d՝u
дх2 E 0Г֊

(J‘v
li

2p(l -u p) 02v , (1 -1- н) /70։ r (d2A . o֊At'\
---------------- —- \ 1---------- ------------ 1 (^•֊»/

дх" E dt" Eh ,) V ox2 Oxdz)
֊},

дх' dt2 4֊ J \. dx2 dz֊ /
-h

дА^ 

дх
(2.4)

виде моно

Векторы .4, /Г'1 в силу (1.6) и (1.7) на границе раздела двух 
сред z = 7։ удовлетворяют следующим условиям:

л _ д(') Л - д"' оА-> дА* дА, _дА?
4 ' * dz ~ dz ’ 0z Ох ~ 0z

Представляя искомые функции уравнений (2.1), (2.2) в 
хроматических волн

w — w(> ехр /(՝՛•/ — Z;x); г> иоехр 7 (то/ Лх)

и — ча ехр ! (<՛»/ £дс) (2-5)

А — А0 (z) exp i (>՛)/ А'.с): А1" ֊- А ‘ exp i (• t — кх) 
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и разрешая полученные системы обыкновенных уравнений с помощью (2.4) 
и условий затухания решений внешней задачи электродинамики на беско
нечности. получим следующие значения для компонент вектора-потенциа
ла .4:

. /г. ей г,г . /г.. зй г.г .
А =---------4 5----- 1— Ф։------- =------ — Ф..

4- \^Нпк1

•'•Фр 4- ^Н^к-и'п
^Нпк'

•4г/ч= — ей г,2Ф։ * ей г._.гФе 4֊ (2.6)

г; т а,«., гл Ь а.а« , , , ,Л.0 = 1 1 • Ф, сЬ Г,г + - ■ - Ф=сИ г.г Т Ф,о
А» * | Ло

В (2.6) приняты следующие обозначения:

Ф
_ А-Ф.д/4 ей г.У? 4- к'-А>->.

сй Г:/{ ХЛ?сЙг։А
Фг = -

/<Ф,Г>7;! СЙ Г,Л -'֊ Р>,Ф.-П
л//, СЙ г-А

Фуо
с՜

4то/ш//п։
ФгО —------------ ------

С"

ип/703Х.-֊и,:.

\iHj\k’

2
। / .<,н^ 1

— » <.

Рь/АвА /щк . 2 »> 2>. 16.-020)
1------- 5----------------5----- I / ""П>лк~ 4--------- м—

"Он,цк ।

и I 1 16г:/."
5‘оМ)Л' -г | РсНо։л3 4-------- 5—

я., — --------------------------------------------------
2

''1 ~ Г1 -ЦЬ /*։Л 4՜ к ей гхк\ 62 = /-й зй /\.Л — к ей г._.Л (2.7)

Подставляя (2.6) и (2.5) в систему уравнений (2.3) и производя 
соответствующие интегрирования, получим однородную алгебраическую 
систему уравнений оч косительно <<•՛... Из условия нетривиальное™ ре
шений этой системы придем к дисперсионному уравнению относительно 
частот магнитоупругих колебаний пластинки.

Полученное дисперсионное уравнение является трансцендентным и 
содержит в себе гиперболические функции от аргументов <։,Г|; -':А. Ввиду 
громоздкости это уравнение здесь не приводится.
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Рассмотрим асимптотические приближения дисперсионного уравнения.
Принимая /?2ч- I. что соответствует точности гипотезы Кирхгофа, 

а также

^Л=«1; !Л-1 
с~

ил выражения для 2 получим, что

И,#!«1 <2-8>

Разлагая гиперболические функции трансцендентного уравнения в 
ряд по параметру |гЛ| и учитывая только первые члены асимптотическо
го разложения, получим следующее дисперсионное уравнение с точностью, 
соответствующей условию (2.8):

(% ■" %։ V2 I 22) (1 - кк -Г кк;,<2) |37ар0 (1 кк) 2 ь

4-аг(1 + '2։)(1 кк • кк^)] кк)^.М^ О (2.9)

В (2.9) введены следующие безразмерные параметры:

4-^ (> . Ок' ,, А՛. . 3(1—г)
’ Л1 4..Е ‘ ““ ' 1 2?А’ " г‘" 2/г^

Для сопоставления результатов точного решения с результатами, по
лученными в [3. 4| на основе модели идеально-пр.оводящей среды, рас
смотрим другой предельный случаи | т/г | ?§> |, (<т—- со).

Ввиду того, что коэффициент Холла обратно пропорционален коэф
фициенту электропроводности А'п — ' 1 |5|, примем 11,,/п -0. Отметим, 
то в работе [6], посвященной вопросу распространения одномерно։! маг

нитоупругой волны в неограниченном пространстве- с учетом эффекта Хол- 
■а. при предельном переходе к случаю кдеально-проводящей среды было 
примято во внимание слагаемое, характеризующее эффект Холла.

При |/'Л| ?.§> 1 получим следующие раздельные дисперсионные урав
нения относительно частот продольных и поперечных колебаний соответ
ственно

2։Н + ֊~ = 0 (2.10)
/г кг

02... 1 д_ 3 < 1..3 — о (211)

IV?

Уравнение (2.11) совпадает с уравнением, подученным в работах 
[3. 4];

Как видно из (2.9), учет токов Холла приводит к одному диспер
сионному уравнению тестой степени относительно 2, то есть токи Холла 
приводят к связности продольных и поперечных колебании пластинки.
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В табл. 1 приведены значения коэффициента р. для ряда материалов, 
являющихся проводниками электрического тока. Из табл. I видно, что 
при напряжённостях магнитных полей А/... не превышающих значений 
Ю Э, имеем |р.,|/7 -С 1. Отмстим, что коэффициент |п для большин

ства проводящих материалов также имеет величину порядка 10 з
В силу вышесказанного в уравнении (2.9) можно пренебречь соответ

ствующем слагаемым, содержащим и Н...

Таблица /

Материал 1ллстинки р,. (10 ’ >

Серебро —8.8
Медь -3.1
Алюминии 1.3
Латунь 0.3
Цинк 1.9

Таким образом, при магнитных нолях порядка 100 кэ учет эффекта 
Холла несущественно влияет на частоту магиитоупругих колебаний пла
стинки.

В результате пренебрежения токами Холла уравнение (2.9) распа
дается на два независимых уравнения

^4-^4- *«*<£ = 0 (2.12)

23 22 ; О.3 ! | х Д4-М _ 0 (2 13)

Уравнение (2.12) есть дисперсионное уравнение частот продольных 
колебаний пластинки, (2. 13) — дисперсионное уравнение часто՛) попереч
ных колебаний. Отметим, что для составляющей продольного перемеще
ния и. имеем дисперсионное уравнение собственных колебаний.

Уравнение (2.13) совпадает с дисперсионным уравнением, получсн- 
ны.м в работе (71.

§ 3. Рассмотрим теперь случай, когда пластинка находится под дей
ствием поперечного магнитного поля II. . При этом связанные уравнения 
магиитоупругих колебаний пластинки имеют вид %

о-А, д-А, . ^гА\ 4г.: дА, 4г.=На:, дг>
. •• 1*0* *1» I .. । I

о г՝ 0x02 \ Ох՝ О г՛ / с՝ 01 с՝ О!

I (ЗД)
()х~ Ох0г с՜ 01

д՝А.։ д՝Ау .. /д'-А: О'АХ\ 4пз дАч
-֊т՜ +----- г- - -- ---------------—֊) ֊ ֊ —’ ՛ =

02‘ Ох՝ \0xdz (}2' / С՝ (Ц

4~^Н01 / ди , д~ы \ 
с՝ \ д1 ОхО1 /
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&и 9(1 -к) &и , (1—Г (<ЕАЧ (У'АЛ,.
д?" Е + ‘ 8л£Л ] № + Ы Г

—Л

О'г> 2р (1 4- и) д~г) (1 <0 Л/()3 ( / ()՝А: <Л/4Х \.
д^~ Е 1ё^^ЕГ}\՜^ { '

-ь

>1
//м Г/ <ЕАЧ МЛ

'' ; 4

-Ь

4<«>_2_^.'-о (3.3)

с‘ ОЕ

После представления искомых функции в виде (2.5) получим следую

щие значения для компонент вектора — потенциала Л:

Лк. - 2?։ вЬ > ։г г ВгяЬ/.»* 4- В3сЬ / ,г /^сЬиг

^вл[уЧ — цА*8 4- (3
V՛“'

А „о — 8у.‘,В։ яЬ '• :г 4֊ /-г 4՜ £2։։В3сЬ /։г 4-

уР2/31сЬ/;д । /Д-гк'о)
с

Лер -4֊ (/։Я։ с!1/,г - /2В.с\\ / г - /.2?л $1։/։г ; яЬ'2с) •• -‘-р——-

В (3.4) приняты обозначения:

4՜ с И ՛! -.Ь______

' ։ /2Л - ?1՝1-/‘’гсЬ

֊ ВжОсЬ/2Л) __________ — #уо &Ь /3А__________
• ч (?г: ։ сЬ З 2 сЬ / ։Л)’ “ ' ։ (и? 1Ъ »Ь > 2Л — ?г/..д.4 яИ > ։Л)

о _ « /37ьяН/лЛ___ ________ ։ ?Л3Л/,.'<р(:и>0
'. ։’/? / 7» /։/е) ’ '֊*г

= _ 4^,-...^±; 4^,Нт /Н1 _ма (3 5)
՝,‘С- С"/'

4~зМ 2 2-/-՜ 4- 4- !1пМ>.-1 I !1л//оз^: 4- 4** (£՜ V2)
= *" 4-------Т— ; '•։ =-------------------------- —------- 277Т------------- -------------

.2^ 2у Мк2- У4, >'' 4-4у»(^- у-)
2(1 4֊:^.'з)
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= (2М>№ ֊ М* ֊ У 4^ (*2 V?) ) (4у‘г ’

?£ — (2//0лр0*а — ’^МхЛ'2 4- г-о/Аи՛ ֊г-4՝г՛ (к-—у-')) (4у‘)

7։ >.։ сЬ >-։Л-г & бЬ >•,/։; *.,. = / -,. сЬ ' >к ' к$\\У.:к

7з =/ц вИ /х/> Ч-/гсК 1ХЛ; ’н /._.$Ь /2/? 4՜ к сЬ /..к

В приближении ՝|' '(г | 1, (]‘0/Чм~ 1) имеем следующие раздель
ные дисперсионные уравнения: 
а) поперечные колебания

(1 4֊ о02)-'(1 4- ^) 4֊ 4^(0 -1֊ = 0 (3.6)

6) продольные колебания

*։% + -^ТГ-' 4#[(1 + к1‘^’ + к,'] + 3<1Х*А) = 0 <3֊7> 
к к к3к3 к3 к3

Уравнение (3.7) соответствует компоненту а... Для составляющей ? име
ем уравнение собственных колебаний.

Как видно ил (3.6). (3.7), в случае действия поперечного магнитно
го поля имеем независимые дисперсионные уравнения, и теки Холла не 
Оказывают влияния на частоту продольных колебаний.

Принимая ю внимание го обстоятельство, что при магнитных нолях 
с напряженностью порядка 100 кэ для проводников )։„/■/,,I. в области 
значений Н. <_ 100 кэ получим следующее дисперсионное уравнение по
перечных колебаний пластинки:

У2 4 4-1=0 (3.8)

Уравнение (3.8) совпадает с уравнением, полученным в работе [8].
При |Х//| 1 (о--оо)-имеем следующие раздельные дисперсионные

уравнения частот продольных и поперечных колебаний соответственно:

3 ■ 3(1 4 к к) «а* о (39)

к"к- к'к3

12-’ ± - 0 (3.10)
1гк՛

Таким образом, как в случае действия продольного, так и поперечно
го магнитных полей в диапазоне значений Н до 100 кэ влияние, токов 
Холла на частоту магннтоупругих колебаний пластинки является пре
небрежимо малым.

При значениях напряженности магнитного поля //.. < 100 хэ влияние 
токов Холла на частоту колебании может быть существенным для полу
проводниковых пластин, в которых эффект Холла на несколько порядков 
сильнее этого же эффекта в проводниках. Однако исследование магнито
упругих колебаний таких пластин выходит ла рамки настоящей работы, 
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так как для этих материалов необходим учет иных электромагнитных эф
фектов.

$ 4. В заключение обсудим вопрос использования модели идеально 
проводящего тела в задачах магпнтоупрутих колебаний тонких пластин 
В силу малости токов Холла примем, что р. ■== 0.

В работах 13. 4] на основе модели идеально проводящей среды были 
получены дисперсионные уравнения, определяющие частоты поперечных 
колебании бесконечной пластинки в продольном и поперечном .магнитных 
полях. Эти уравнения совпадаю։ с уравнениями (2.11) и (3.10). получен
ными из точных трансцендентных уравнений при |\’/|| >> I

В случае действия продольного магнитного поля из сравнения 
уравнений поперечных колебаний (2.11) и (2.13) ВИДНО. что е< ли п (2.13) 
перейти к пределу при о ’<», -гн уравнения совпадут Дли уравнении 
продольных колебаний это совпадение нс имеет места. Из (2.10) видно, 
что магнитное поле приводит к увеличению частоты колебании, в то время 
как из (2.12) следует, что частота уменьшается.

В случае действия поперечного магнитного поля сравнивая урав
нения продольных колебаний (3.7) и (3.9). можно заключить, что уравне
ние (3.7) при ։՝ *<*••. совпадает с (3.9). Однако уравнения поперечных ко
лебаний (3.8) и (3.10) отличны друг от друга. Из (3.10) видно, что маг
нитное поле приводи։ к увеличению частоты колебаний, а из (3.8) сле
дует. что частота уменьшается.

Отмстим, что из точных трансцендентных уравнений можно получить 
также и дисперсионные уравнения, соответствующие другой приближен
ной модели 14). если при разложении гиперболических функций принять

Ь:» к=А:<^ I (4.1)

Эта приближенная модель обсуждена в работе [4], и ее сущность заклю
чается в пренебрежении влиянием индуцированного электромагнитного 
поля.

Таким образом, из точных трансцендентных дисперсионных уравне
ний п приближениях 

Ь:/г| 1; |>Л| 1: <•=»
4гз/е.

кЧг 1

имеем различные дисперсионные уравнения.
Гак как использование гипотезы Кирхгофа требует выполнения не

равенства 4 1, то условие |т[/| >> 1 имеет место, если выполняется 
неравенство

• 4г..-(Ке֊■.!/,-. । » 1 («я,
где и —Ке^1к Фазовая скорость магнитоупругих колебаний пла
стинки.
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В табл. 2 для реальных тонких пластин, изготовленных из различных 
проводящих материалов, приведены значения н. и соответствующие им 
значения напряженностей магнитного ноля Н„ (в случаях кЬ = 0.1: кк — 
= 0.05), яри которых выполняется условие (4.1). Приведенные в габл. 2 
значения II определены на основе уравнений (2.10), (2.11) и (3.9), 
(3.10), полученных при условии справедливости неравенства (4.1).

Таблица 2

Материал пластинки А (<-м) и (10» с.и сек)
ЛАг=0.1 Ыс 0.05

Но (10е э) Л/,.(10» в)

Медь 0.01 1.3 410 220
Е 1.1-10” дин-с.и ‘ 0.05 0.27 125 65
Н = 0.35 0.1 0.13 30 14
? 8.9 ։ с.и՜3 0.5 0.02 6 3
: = 5.3-10” ген՜1 1 0.01 3 1.5

Алюминий 0.01 2.24 400 200
£ 0.7-10»= дин С.и - 0.05 0.44 80 38
л = 0.35 0.1 0.22 40 21
Р 2.7 1 ■ с.и ' 0.5 0.04 8 4
з = 3.2-10” сек 1 1 0-022 4 2

Латуни 0.01 3.7 1250 620
£=0.9-10” дин с.ч-- 0.05 и. 73 240 110
у. 0.32 0.1 0.36 120 60
Р 8-5 /т.н՜՜՝ 0.5 0.07 20 10
з 2.0-10»* сек“1 1 0.03 9 4

Константан 0.01 35.8 10000 5100
£— 1.6-10” дцн-см՜՛ 0.05 7.3 2220 1101)

0.3 0.1 3.6 1100 550
р 8.9 »-е.м՜ '* 0.5 0.72 210 100
з - 0.2-10” сек 1 1 0.36 100 52

11з табл. 2 следует, что для тонких проводящих пластин с параметра
ми к 0.01 -֊ I с.и. кк = 0.1; кк — 0.05 неравенство (4.1) будет иметь 
место при фазовых скоростях магнитоупругих колебаний пс, соответ
ствующих сверхсильным магнитным полям с напряженностью свыше 
106 э. "

Таким образом, можно сделать вывод, что для тонких проводящих 
пластин, находящихся в магнитных полях, не превышающих значении 
Н„= 10 э. условие (4.1) нс выполняется и. следовательно, при этих по
лях модель идеально проводящей среды может привести к неправильным 
результатам.

В [9] на основе численных примеров, характерных для рассматривае
мого круга задач, показана реальность приближения |у-’|Лг<С1
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Наконец, отметим, что в приближении |v?|/F'C 1 имеет место совпа
дение дисперсионных уравнений, полученных на основе гипотезы магнито- 
упругости тонких ел, с соответствующими асимптотическими разложе
ниями точных дисперсионных уравнений [1].
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Армянской ССР Поступила 3 XII 1979
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ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԻ ԽՆԴՐԻ ՎԵՐԱՐԵՐՅԱԼ

II. մ փ n փ и t if

Դիտարկված Լ սսպի մադՆի։։աաոաձդական էոատանու մների խնդիրր ինչ~ 
։դես երկայնական, այնս/ես Լլ /այն ական մ ադնիսակսւն դաշտի արւկա յա [I յ՚ամ/• .- 
Ասպի տատանումների ՀաճաիւականսւքէյՈէնների նկատմամբ ստացված են դիս՝ 
սյերսիսն Հավասարումներ։ Հ՚ննարկված են ստացված դիւււդերսիոն հավասա
րումների տարրեր մ ոտտվորւռԱ յւսններր։ %mjg է արված, որ հպի Հո՝ 
սանրի ադդ1ւցո։[է յունր էչեկտրահւււդորդիլ ոսպերի տատանումների վրա ար- 
Համարելի Լ, երր մադնիսական դաշտի fin րվ ա ծ ու [1 յ>»ն արմ երր չի դերա դան- 
ցում 105 ( )է'. Դիսէդերսիոն Հավասարումներից ստացված են [ւդեայական 
Հաղորդիչ ոսպի մայեք ի կ [ւրա ո ե(ի in թ ւ ան սահմաններրւ

THE PROBLEM OE PLATE MAGNETOELASTIC VIBRATION, 
CONSIDERING HOLL’S EFFECT

К В. KAZARIAN

S u m in ary

The problem of plate vibration under the effect of both longitu
dinal and transversal magnetic fields is dealt with. Some dispersion 
equations for plate's vibration frequencies are derived. Various appro
ximations of the dispersion equations are examined. The effect of Holl's 
current upon the vibration frequencies of electroconductive plates is 
shown to be negligibly small in the range of magnetic field intensity 
up to 10' Oe. The range of application of a perfectly conducting plate 
model is found from the dispersion equations.
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