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К ВОЛНАМ В TOI 1КИХ ГЕЛАХ

Общий подход получения уравнении модуляций при помощи осрел- 
иснного хангранжиана дан в |1j. В [2| дается применение метода J !| к 
исследованию изменения во времени, а также устойчивости групп волн. 
В рабоц- [5] введением лучевых координат получены возмущенные отно
сительно осиЬйнбй волны уравнения для медленных изменении амплитуд 
и фаз. Дается применение уравнений к дифракционной задаче вблизи гра
ницы света и тени. Аналогично при наличии также и падающей волны по
лучены связанные уравнения для амплитуд и фаз падающей и отражен
ной волн.

В настоящей работе обобщением метода | 1 ] на случай учета вторых 
производных от амплитуды для произвольной среды выводятся уравне
ния модуляции в пространственной задаче. Указано, что из них другим 
путем следуют результаты |3|. Записаны условия устойчивости, а ~акже 
расширенные условия устойчивости волн. Приводится асимптотика ли
нейного решения [1| и показано, что уравнения модуляций удовлетво
ряются. Дано сравнение с нсдиспергнрующей средой. Дается пост.яовка 
решения соответствующей нелинейной задачи. Полученные уравнения мо
дуляций и условия устойчивости применены к задачам распространения 
Нзгибных воли в пластинах г. оболочках.

I. Ь'ырод уравнений нодудяипн

Уравнения для медленно изменяющихся амплитуды а и компонент 
Ос волнового вектора согласно [ 11 можно определить с помощью осред- 
ненного лагранжиана

2~
£■=2- j Z. (<!>,, Фд.., <!>)</֊ (1.1)

о

U- ch.
где -■ есть эйконал, х, — координаты, t время, - — xti —— — «•» •— 

частота волны, Ф искомое решение, которое для малых а прибли
женно .можно записать в виде <i> = acos՜-. Здесь и в дальнейшем ин
дексами /, х;1 •։», я. обозначены производные.
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(1.3)

(1.4)

При наличии многих неизвестных функций Ф' в условиях рас
сматриваемой высокочастотной асимптотики можно в конечном счете 
с помощью варьирования по амплитудам о4 выразить их через одну 
из них, поэтому без уменьшения общности при выводе уравнений рас
сматривается одна амплитуда а.

Для нелинейных волн малой амплитуды, из (1.1) после подстановки 
‘1’ = aCOST можно получить в адиабатическом приближении [1]

L - G (<»*, а., Х{) cr + -i- G.. (af. х;) а* (1.2)

Первое слагаемое в правой части соответствует линейному приближению, 
причем

(«>о» л՛,) *-՜ О, % = w0 (a., х.)

Дает дисперсионное соотношение линейной задачи
Соответствующие ( 1.3) уравнения лучей 

dx.  di։ 
dt дъ. ’ dt dxt

d“»o n 
где —— - G. групповая скорость. 

Оу.(

Соотношение (1.2) соответствует приближению нелинейной геомет
рической акустики [1].

Для дифракционных задач, а также в вопросах устойчивости волно
вого движения необходим более точный учет членов в А, что достигает
ся I 11 введением двух времен Г и т, причем производные функции <1’ = 
= aCOST берутся в виде

ЭФ/^/ = a sin т 4֊ cos ■ (1.5)
dt

дФ/дх — — л a sin * 4- cos * 
Ох. I

Поскольку члены с производными от .1 относительно малы, их сле

дует удерживать только в квадратичных слагаемых в А. Тогда в А члены, 
da да у

содержащие а —— и а -^֊ • выпадут ври интегрировании и L можно

.. ~ 1 да 1 да
получить из (1.1), заменяя в и ш • »ч —----------. a • a. ----------  йот-

a Ot ‘ ։ a
брасывая первые степени производных от а

Т гч х •• I 1 I л՝ / I г- даL G(m, а ) (Г ֊ - — j G.... ( -----  ) • G.։a — —-------
2 I \ at / ՛■>Oxi дх,

-2C"’.^$i֊ -К0՛ <L6)
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Здесь и далее, если не оговорено, понимается суммирование по повто
ряющимся индексам. Варьируя (1.С>) ио а. можно получить уточненное не
линейное дисперсионное соотношение

(1.7)

Те же результаты получаются для производной порядка И от Ф в лагран
жиане. Предполагая, что имеются малые возмущения волны, характеризуе
мой эйконалом т и рассматривая малые модуляции волны т = т-4-<|, мож
но для малой фазы ՛} мл (1-7) получить уравнение, выведенное другим 
путем в [3].

При варьировании ( 1.6) ио т. если оставлять малые основного поряд
ка [1]. достаточно взять только первое слагаемое в правой части. Тогда 
н • общего уравнения модуляций

о_ «L a QL 
at д<» дх. да.

= 0 (1.8)

с использованием уравнении лучей (1.4) получится следующее соотно-
шеи и с

да-
Ot + 0Х( °

1 *•) dg д»)0 и#(а., Л,Л
Ох,. (п։ аг. Ох.

(1.9)
£ I

где я - С,., 6% а).

Полагая, как и выше, т = т—<(, можно из (1.9) получить уравнение 
для и՜', выведенное другим путем в | 3].

Таким образом, из общих уравнений модуляций. (1.7), (1.9;. рас
сматривая малые возмущения относительно заданной волны, можно по
лучить уравнения [3] и соответствующее нелинейное уравнение Шредин
гера для комплексной амплитуды ое'՜.

Общие уравнения модуляции даются (1.9). к Котором) следует до
бавить уравнения сохранения числа волн | I]

■з. —COnSt

дш да. / д* д& да. сЛ->
------- и —’ = 0 -— =------------ 4-------  

ох( д( \ дх. да. г дх, Ох.

Согласно (1.7), в котором можно принять С - СЛ. (т) (.•> >• „), имеет

место

1 Cgw0_______д~а
2(: да.да дх,дх,

(1-11)

/ д«՛ \ С2(х.)
( ----- ( у , 1 что представляет дисперсионное соотношение.

Тогда из (1.10) в основном порядке получится

31



<Ло0 б/а(
^7%֊

да* / дю \ о / 1
Ох. \ Оа՜/^ Ох \ 2« д*&да,

*) _ 0
о*.

о՝а

<>хкОх. 
л /

(1.12)

Таким образом, (1.9) и (1.12) составляют полную систему нелиней
ных уравнений модуляций.

При получении (1.11) из (1.7) учтено, что в силу малости вторых 
д 

производных от а в них можно в основном порядке подставлять — ~

Г 0 аС. —• сЭто соотношение выполняется в вышеуказанных задачах 

для малой амплитуды и высокой частоты.

2. Условия устойчивости

Отбрасывая в (1.12) вторые производные от о. получим уравнения 
в приближении нелинейной геометрической оптики. Тогда для (1.9) и 
(1.12) можно записать уравнения характеристик, вид которых не зависит 
от последних членов левых частей уравнений, го есть одинаков для одно
родной и неоднородной сред. Условие действительности характеристик

Г(хе I) — 0 или нормальной скорости характеристики имеет вид

где

֊—1—Л'Д',. О'/. да а/

(2.1)

к,= ^.

о

Учет 
Для

вторых производиых 
простоты рассмотрим

от а в (1.12) расширяет область устойчивости, 
случай однородной среды. Пусть «... «/<> обозна

чают невозмущенные значения. Положим « а.. а, а.. -■ ос/. То-
г да 
ний

после хикезрнзаиин (1.9) и (1.12) возмущенные уравнения .модуля- 
примут вид

о а

01

1 да,

Оада. Ох * • / /
(2.2)

да /՛ дю '| да' 1 д д2«^ д'а՛
о։ : 0 \ ост Ох. Час Ох. д’»^. ^хкОх.

д | о о
где — = — С, ;— есть производные вдоль луча. Исключая из 

(П к 01 дх;
(2.2) о/, получим

32



4 дх(()х. <)х"х; • Ол'/Лгр )

<.(2/—I* х )
Полагая и — Ае , из (2.3» можно получить уравнение для 2,
условие действительности которого имеет вид (для плоской волны 
можно полагать Г к;х, -I =■ 0)

(2.4)

Здесь, как и з (2.1), к. обозначает волновой вектор волны (характеристи
ки), задающей возмущения основного движения.

Последнее условие выполняется или в силу ( 2. Г) или при выполнении 
соотношений

(2.5)

которые расширяют область устойчивости (2.1) на случай учета вторых 
производных от а.

3. Исследование линейных и нелинейных волновых пакетов на 
больших расстояниях от источника и для больших моментов времени

Для однородной диспергирующей среды решение задачи о начальных 
условиях получается применением метода стационарной фазы к ин гетра- 
лам Фурье и имеет вид [ I]

а =
?(«/)

(3.1)

где ՛! — число измерении пространства, а получаются из уравнений ста
ционарности фазы (о.,г—а(х; в виде уравнений лучен для однородной 
среды

= С.= С,(’У> (3.2)
/

Проверим, что (3.1) и (3.2) удовлетворяют уравнению (1.9) для 
однородной среды

+ = о (3.3)
О/ ՝

3 Известия АН Армянской ССР, Механика. № $
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Для этого заметим, что для произвольной функции Ф (а ) —* -гОТ ■
(7ф оф (Уа дФ оф оа,-

4 - С,--—— 0 в силу (3.2), так как —— = V----- т-Л----- — V —-•
Ох. ? ъ ОТ — да. д1 их — Оа. дх.• / < / л

• Тогда (3.3). очевидно, удовлетворяется.
Для нелинейной задачи к (3.3) следует присоединить (1.12). запи

санное в виде, в котором вторые производные от а по (3.1) малы и .могут 
быть опущены. Тогда (1.12) принимает вид

да. ՝ да. да2 / д<* \
01 • дх^ ~дх.\ Оа2)„" ° (3.4)

Решение уравнений (3.3) имеет снова вид (3.1) с точностью до малым 
О(<т‘). Однако а. определяются не по (3.2), а из уравнения (3.4).

Таким образом, для нелинейной задачи выполняются уравнения (3.3), 
(3.4), которые можно решать методом простых волн или переходом э 
плоскость годографа (в одномерном случае) | 1]. Отмстим, что для 
диспергирующей среды по (3.2) дС,'дх. ֊ ч//. В то же время для не-

</С։ л 
диспергирующем однородной среды в одномерной задаче -.— и, то есть

с/х,
„ М1 дС: д\п^/ 

имеет место вырождение условия, а для п измерении [•!] — - —— »

где ] есть якобиан перехода от .г,- к лучевым координатам. При этом 
[5] / — сг։ \՝, где сг1 — нормальная скорость волны, V площадь 

фронта полны внутри лучевой трубки. Для однородной среды 
\՝ ..,֊1 <>С.- п - 1

» ՝(~ — —-—’ н отличие от случая диспергирующей среды.

Таким образом, в диспергирующем и недиспергирующей средах (не
линейная оптика) лучевые рушения существенно различаются, хотя ураз- 
пеняя модуляции (1.9), (1.12) но форме одинаковые. Этот факт недоста
точно четко отмечен в | 1 ].

4 Конкретизация коэффициентов уравнении модуляций 
для изшбиых волн а пластинах

Можно рассматривать квазимонохрома 1 ическис изгибные волны вы-;, 
соком частоты в пластинах. Предполагается, что хотя частота ы велика, 
но ый невелико (/? толщина пластинки), что позволяет пользоваться 
известной классической теорией 16. 7]. Для несжимаемой среды* можно 
взять следующие соотношения для связи \агранжиаиа с компонентам» 
•'Л(/ - I, 2. 3) перемещений по осям л<, где ось хг направлена по нормали 
к пластинке

£ =■-- Г- Г. (4.П

|']ес;кнмаемогть среды принята дли укрощения записи соотношений.
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àut t du.,

Cfx.. </.<!

Ôlh àut _ 2 v °'ih

Uxx dx2 <>a-!<>x=

։де 6'—модуль сдвига (Е = 36), Су.— нелинейный сдвиговой коэффи
циент [7],

Хотя при выводе (1.6) использовался лагранжиан (1.1). зависящий 
01 первых производных искомой функции, форма ( 1.6) получается из ле
вей части линейного дисперсионного соотношения 6'(о>, а,) О, верного 
для зависимое#! лагранжиана от производных любого порядка, разложе

на да п ..
инея по степеням ——> Поэтому ( 1.6) верной в оощем случае, в чем

можно убедиться на примере изгибных волн, вычисляя согласно (1.5) вто
рые производные от

Отыскивая

Wj = w0 4՜ Ь sin " - />։ sin 2՜. и- — v{) г <■ sin - 4֊ с։ sin 2'
„ 0֊ ô: à֊. <4/2)

wa — a cos' + «j cos 2-, -----= —<■>, -------— a1։ ------  = x.
ut Uxx (ix*

и вводя r (4.1). можно получить осредненный лагранжиан в адиабатиче
ском приближении

L = L (а, а,, 6, 6։, С, сп ы, а., //t>, v0) (4.3)

Приравнивая нулю производные 6 по амплитудам, можно получить систе
му шести уравнений, дающих дисперсионные соотношения. В полученных 
уравнениях для изгибных волн в нелинейном приближении можно счи
тать до порядка «’ п, ~՜ b = с = 0. что соответствует отсутствию взаимо
влияния волн в первом порядке по и. и получить нелинейное дисперсион
ное соотношение. При этом уравнения для »Л, и с'„ имеют различные реше- 

и и а
иия для типично дифракционных задач, для которых —- ----- • ~ ~ О
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и для одномерных по х, задан, в которых —— = 0, — ~ С-— • 
дхй д1 дхх

Тогда получится следующее дисперсионное соотношение:

*1’1 - С.’х = .ту-—777-7- = ’? !- <Л*։
2(12՜ П~к~)

ы = <н0 4- Зо-Н'оР
2/г

ЛЧ-‘ 
10

(4.4)

с՝=л /< ՛ 4- ;

где для первой задачи < — 0.75, и для второй
3

— А2Л*.
8

Рассмотрим случай пластины из однородного материала

Согласно (4.4) — -у — 2б'Л/ (о,/ СИМВОЛЫ Кронекера) и

(1.12՝, получится

о\ 
к /.

из (1.9),

где

±.2д._^_ = 0, С,= ^ 2^
(Н дх։. (}11 '

дп. д?.. да~ . д<ч \ д , 1 ’’ д’а \
~йГ " ~дх, ~дх. ՝,~да֊ 'п~ °։ ~йх11 У Г* 1 ’ °

3»'>0Р 

2/г
(4.6)

Из (4.6) видно, что значение коэффициента характеризующего 
срнэическую нелинейность (для упругих сред 72^0՛ а Для жидких 

7 >0), влияет на знак (— . Для металлов 10" [7], и, слё- 
\ №70

довательно. для реальных значений Д Л - 10 ‘ получается ।-----) <^0.
\ да:/^

Кроме того, для пластин согласно (2.1)

(4.7)

где А’՜ есть волчбвое число для возмущении, и согласно (2.1) имеет место 
неустойчивость в приближении геометрической оптики. Пспользоваиие 
более точного условия (2.4) позволяет обеспечить устойчивость для ампли
туд» удовлетворяющих (2.5). которое запишется в виде

У Зб’ДА-')2

«6
(Г)֊/г

(4.8)

Здесь /е волновое число для ненозмущенной полны. Таким образом, 
условие устойчивости налагает ограничение на амплитуду а„ я отношение
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волновых чисел — возмущенного я исходного движений. При этом отно-к
инсльно коротковолновые возмущения (/?' 3> к) всегда устойчивы.

В качестве примера решения линейных уравнений модуляций можно
рассмотреть асимптотику одномерной задачи о начальных условиях.

Пусть при / ~ О

U:=f(xi)e‘t- и ֊^' = 0 (4.9)

։;։՛ (*|) — медленно меняющаяся функция на длине волны f-“—\ 
X /

Решение находится методом Фурье и после применения метода стациоиар- 
н.!Й (разы записывается в виде 

0 ■ | ——
w3 = acos ( —֊— —У a (?”.?• (4.10)

\ 2G’,f 4 / | r.Gxt

_ ]
где а- ֊—֊— Л (а) преобразование Фурье от —/(*։)• 

2Gj/ 2
Также можно получить асимптотику двумерной задачи о нулевых началь
ных условиях и граничных условиях на краю пластинки:

(*։) 40» ~'=0 при х. = 0 (4.11)
О.с2

Асимптотика имеет вид

2^1Г՛ ц, .г/У, , о ? о.
а» = асо8-------- • а ֊ — ------------1 Г- — х; Г ЛЧ (4.12)

I 2г. 1֊.

Согласно уравнениям лучей (1.4)

х. = 2б,х2 (4.13)

и поэтому

а = (4.14)
- г

Как видно, (4.10) и (4.14) являются частными примерами решения 
(3.1) при « - 1 и 1՛ 2. и. следовательно, удовлетворяю! (3.3).

Можно для пластин произвести Солее точный учи членов в лагран
жиане. добавив слагаемые за счет поперечных сдвигов и инерции враще
ния, что необходимо для высокочастотных воли. Как показывает исс\едо- 
панне, при малых 7.Д вновь получится нелинейное дисперсионное соотно
шение (4.4).

В рассматриваемой классической моде ли пластин произведен учет 
физической и геометрической нелинейностей. Последняя дается коэффи
циентом у; (4.4). причем для многих упругих материалов слагаемое с у։ 
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в (4.4) является определяющим, что приводит к значениям р <0 и не
устойчивости воли. Если рассматривать только геометрическую нелияей- 

((?<•< \
—, | из (4 4) 
О0"/(> I

при отбрасывании &2/'Р I совпадает со значением, полученным в [8]. |

5. Изшбныс волны в оболочках

Для Оболочек в выражении лагранжиана (4.1) связи деформации с 
перемещениями м, имеют вид

и т. д.. где оси х„ х;
/ I(с кривизнами -----

= -| _*. + _1 44- (5.1)
/?! 2 \ Ох, ' ^Х}

а 
выбраны по главным линиям кривизны оболочки։

и

Для квазимояохроматических волн можно искать в виде (4.2) н 
получить осредненный лагранжиан.

Для простоты, ограничиваясь случаем одномерных (х,) нзгибныч՛ 
волн для цилиндрической оболочки, можно получить дисперсионное 
уравнение

(5.2)

1. 1 -V Д 1 V ’» »
2 12 № ՝2 я! ю ։1'п ՛

(В (о„ учтены также поперечные сдвиги).
Рассмотрим условия устойчивости. Вычисление дает

(2-/л=)>о

|2Г(6 - 5/Лг) —72-3?-7г^— Л’/)|>0 (5.3)
б/а- I /?■} 3 \ 3/1

Тогда / = (//)֊> о. Можно видеть, что, как и для пластин,
д1՝

согласно (5.2) р<СО» () <^0, то есть из (2.11 получается неустой- 
\ да:/0

чивость.
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Па более точным формулам (2.5) получится условие устойчивости в
виде

\ да2/*

Отбрасывая в (5.3) в скобках малые добавки - (аА՛)', можно видеть, что 
правая часть (5.4) для оболочек больше, чем для пластин прл выполне
нии приближенного условия

I <зЛ)|>1(£Г (։А<<1)
При атом допустимые значения амплитуды для оболочек больше, чем для 
пластин.
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THE MODULATION EQUATIONS IN NONLINEAR DISPERSIVE 
MEDIA AND THEIR APPLICATION TO THE WAVE

PROROGATION IN THIN BODIES

A. G. BAGDOEV, L. A. MOVSISYAN

S u m tn ary

By means of the averaged Lagrangian the equations of modiilalion 
in a space problem for nonlinear dispersive media, considering the 
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•second derivatives of amplitude, are deriv ed. The generalized relations 
-of wave stability are written.

The obtained modulation equations and stability conditions are 
applied to the problem of propagation of bending waves in nonlinear 
elastic plates and shells.
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