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ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ ДЛЯ СЛОЯ

Рассматривается плоская задача теории установившейся ползучести 
о действии распределенной нагрузки на слой конечной толщины, лежа
щий без трения на жестком основании. Материал слоя считается несжи
маемым и находящимся в условиях нелинейной ползучести, когда связь 
между интенсивностями напряжений и скоростей деформации выражается 
степенным законом.

Указанная задача для случая полуплоскости рассматривалась в [1|. 
В | 21 построено решение этой задач»! для тонкого слоя. В настоящей ра
боте предлагается метод, позволяющий получить решение данной задачи 
для слоя произвольной толщины. Сущность его состоит в следующем.

Закон распределения касательных напряжений в слое представляется 
в форме (1.7). содержащей некоторую произвольную функцию / и пара
метр а. Такое представление является естественным обобщением соответ
ствующего выражения (16) для касательных напряжений в слое в случае 
линейной теории.

Это позволяет построить решение рассматриваемой задачи, которое 
удовлетворяет уравнениях։ равновесия и граничным условиям, но не удов
летворяет уравнению неразрывности деформаций. Однако структура по
строенного решения такова, что, пользуясь вариационным принципом 
Кастнлиано, можно так подобрать произвольную постоянную а, ч։обы 
удовлетворить и уравнению совместности Сен-Ввнана. I аким образом, 
уравнение совместности удовлетворяется приближенно в вариационном 
смысле.

В линейном случае данный метод приводит к известному точному ре
шению задачи о слое. В общем случае при стремлении толщины слоя к 
нулю получается решение [2].

I. Пусть на верхнюю грань слоя толщины /г, покоящегося без грения 
на жестком основании, действует распределенная нормальная нагрузка 
/’(х,) (фиг. I).

Слой находится в условиях нелинейной установившейся ползучести, 
а его материал несжимаем.

Тогда уравнения квазистатического равновесия

31! I °12.2 “ О 

“12.1 + 322.2 ~ $ (1.11
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Связь между напряжениями и скоростями деформации при п юской 
деформации

311 '■'22 - ։-
9 ' ’?։~ ՝л> =12~ 31з (1-2)'

пе Я,՛, 1*1—интенсивности касательных напряжении и скоростей дефор
мации.

Пусть уравнение состояния для материала слоя выражается степен
ным законом [3. 4]

в. А^> т>1 (1.3)

Тогда, чтобы получить полную систему уравнении задачи, нужно 
присоединить еще условие совместности скоростей деформации Сев-Ве- 
И1на

5», и гз2,22 ~ 12 ^1-4)

И граничные условия: 

при л« =0 = 0, ш — 0
, л |/'(х։), (1,5>

при х~ — /} з.л = 0. 3.,., — ' 1
" I 0 вне 2

где —область действия нагрузки, а V|(: = 1, 2) координаты вектора 
скоростей деформации.
Г Как известно [5]. в случае линейной теории закон распределения ка- 

ыгсльных напряжений п|2 п слое определяется выражением 
то

'2 Г !'\ /- Г Ь <Л\ 111: $\М1Х> -засЬихчзЬиА . .. .Е= ֊ — р (։) л -----------------■. ■■■.................. ■------------ и яп и (х։ - ■.) Л/
- Д 8П 2иЬ *|- 2ип

о
(1.6)

Основываясь на этом представлении, закон распределения танген
циальных напряжений в слое в рассматриваемой нами задаче возьмем в 
следующей форме:
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2 Г />1 Г Q sjn « (•*։ “ ֊) il 7iffi» =-------- р ('-) dz ■ ------ --------------------- du (1.7)
- J J f(auh) и

0 !

где Q = (auh) ch (a un)' [ch (aux;)՛]' - {aux.)’ [sh(aux.)՜]'sh (au/։) 

2v=----------- - a 0 — произвольная постоянная, /—некоторая фуик-
rn H- 1

ним, обладающая поведением на бесконечности, необходимым дли схо
димости несобственного интеграла и (1.7). При этом на верхней грани

слоя 0, а при .с 0 ;к 0 в том случае, если * -֊- Поэтому

в дальнейшем на ’ (и /л) налагаем условие

’т<1 или 1 /у» 3 (1.8)

Функция /. а также постоянная и, которая зависит от будут опре
делены ниже.

Пользуясь пы ражен нем (1.7) для GIJ։ из 2-го уравнения равцоиесн։ 
(1.1) получим

ро
Sjj =—I р(;)/Г: I—S—cosu(x։ - *;)</« (1.9)

- J J f(auh)

где

(2 (auh) ch (auâ)'ch (uaxj — (aux:) sh (au.vtt)sh (eu/։)' r

4- ch(aux3) si» (ou/։)

Удовлетворяя граничному условию (1.5) для <?;. при х. = h, Ояредг 
лясм функцию /. Она будет иметь вид

/(auh) — sh (2 (au/։)’} — 2(auh)՝ 11.10)

В этом случае внутренний интеграл в (1.9) равен -^~:>{хх- ;) (о—дель-: 

та-функцня Дирака), откуда следует, что зу; - р (х^) при 
5ЭЗ = 0 вне £2.

Заметим, что при 1 (т = 1) а = I и выражение ( 1.7) 
ДИТ п (1.6).

Решение первого уравнения равновесия даст

2. Г,, (6) л Г--------------- %-------------- — О
т J J sh [2 (auh) j 2 (auh) u* 

псрех<

(1.11).

где Q" (auh) ch [auh) |ch(aux;)’j" [ (auxj [sh (au.r:)'| i 5h ( auh)’
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Заметим, что при выполнении условия (1.8) особенность, содержа
щаяся во внутреннем интеграле (1.11) при и 0. .является интегрируемой.

Перейдем к нахождению скоростей деформации точек слоя. Из (1.2), 
(1.3) следует

. _ Л-՞1՜1 Ч ''•֊'֊ с _ л-՞1՜5- -______ г-
Ь11— ~ -Г? — /I3/ -■)£•( г22— -ц

Интенсивность касательного напряжения п, имеет вид

3,- = ~ Г (3П а!й)՜ 1՜

(1.12)

(1.13)

Поскольку касательное напряжение о,, обращается в нуль на верхней 
и нижней гранях слоя, то оно будет мало по сравнению с нормальными 
напряжениями п2: к ст,, всюду в слое. Поэтому без большой погрешности 
в формуле (1.13) можно пренебречь членом, содержащим о, . Тогда будем 
иметь

, _ |дп-3гз| 
1 2

С учетом (1.14) формулы (1.12) дают

-22 = I '22 — 3И I ֊ч։?п (г2? ~ °11)
2-

(1.14)

(1-15)

или

К5Г5>?пг22.= (и- —
2 \ т

что эквивалентно

1*2.2 Г 51?пги= Л ‘ ;-1-՛ ~ Зц 
2

(1-16)

Для нахождения скорости и2 необходимо проинтегрировать это соот
ношение по х:. Для этого поступим следующим образом. Используя из
вестное неравенство Гсльдера [6] для функций 2Г и £ 1 е

показателями р = —» д = -— (1//> 1,!д = 1), получаем
и 1 — и

= [Н’2(х1, х..)| - |г«2(х։, 0)|]' л< 

млн, с учетом граничного условия с';(х։. 0) = 0

г»3 2|' с/х« < | ш ( л ։, х2) ['х1.֊ ' (1.17)
о
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Легко видеть, что при крайних значениях и. а именно, при |л Он 
и ~ 1. соотношение (1.17) переходит в равенство

- |v2(Xj,
и

xS)l « 11 (1.18)

которое является точным.
В силу этого естественно предположить, что и для значений и в ин

тервале 0 < р < 1 погрешность этого равенства невелика. Для истинных 
же значении скорости перемещения получаемое ниже выражение вида 
(1.20) является оценкой сверху.

Теперь, с использованием последней формулы, из (1.16) можно опре
делить скорость

I V՛.՛ (х։. *я) Г = -Дт ( —/п ^2 Sign Sja (1.19)
х2 J I о

Из (1.19) после проведения интегрирования в правой части с исполь
зованием формул (1.9) и (1.11). в частности, получаем выражение для 
скорости осадки поверхности слоя (при х; — Л)

Ф(а. |}; х) — вырожденная гнпергеометряческая функция [7].
Отметим следующие свойства функции ^(м):
1) Она положительна при « > 0

2)

3)

£(0) = 1/2

, , ՝ 1 + v 1
/-(«) ՝ -тт~— ”РИ 

Ъ՝՝ и

(1.21)

и — сх>

Укажем общий подход, позволяющий определить постоянную а, вхо
дящую в решение задачи, из условия удовлетворения уравнению совмест
ности Сен-Венана с помощью вариационного метода Кастилиано.

Известно [3|, что вариационным эквивалентом тождества Сен-Веиа- 
на является принцип Кастилиано, состоящий в том, что фактические зна- 
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чення напряжений в теле доставляют дополнительной работе А* минималь
ное значение по сравнению со всеми соседними значениями напряжений, 
совместимыми с уравнениями равновесия и с граничными условиями. Лег
ко показать, что в случае физической нелинейности вида (1.3) функция /? 
имеет вид

«■ Л
R = -^֊ С С о?41 </х,Лс? (1.22)

пг {- 1 ,1
— со ••

что с учетом формулы (1.14) дает следующее правило для нахождения 
постоянной а. Последняя должна быть найдена из условия .минимизации 
функции

ОО /1
М ( (пя- 3։1|т4,</х^х։ (1.23)

— со 11

где ՛•... и о։| даны выражениями (1.9) и (1.11) При этом необходимо вы
бирать го значение параметра <.՛, реализующее .минимум функции ( 1.23) 
(в случае, если а неедниствеино), которое получается непрерывным обра- 
зом из значения а = I при непрерывном изменении параметра м ог 1 до 
заданного значения. Конкретная реализация указанного процесса мини
мизации функции ( 1.23) может быть осуществлена численно с использо
ванием ЭВМ.

В пункте 2 будет указан способ, позволяющий определить неизвест
ную о совершенно другим путем.

2. Рассмотрим контактную задачу установившейся ползучести о вдав
ливании жесткого штампа в слон, физические свойства которого описаны 
и пункте 1. Трение в области контакта отсутствует.

Исследуем сначала вопрос о характере особенности контактного на
пряжения в окрестности угла штампа. Покажем, что особенность напря
жении такая же, как и полученная в [8] для задачи о трещине в степенно- 
упрочняющейся среде. Доказательство аналогично изложенному в 18], 
если доказать, что криволинейный / —интеграл [9|

/= Г| |г</х—г —л | (23)
I I

г

но контуру Г. охватывающему вершину штампа О. не зависит от выбора 
пути интегрирования. Здесь

с»7
«^= [ »уЛ„. 7՝֊ = %". 

О

—координаты единичной нормали к I ).
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Поскольку рассматриваемая задача решается в рамках теории малых 
деформаций, то интегралы по отрезкам АВ н СО поверхности слоя следует 
брать по нсвозмущенной поверхности.

На участке свободной поверхности АВ с1х: = 0. 7' = 0, поэтому

На участке области контакта С£) (1х. = (), следовательно.

Г 1ГЛг, = о
со

Кроме того. • ил.
С ~ . Г <4 , СI ,
.) Т л = .1 Ъ п‘ + °-= +

СП ' со со
I-12—— п։ 4- зи---- - п2 = О

их1 Ох} ՝)

так как на СО п։ 0, зг — 0 и —— = 0
ЛСд

Таким образом.

Л НС О

и. переходя оч криволинейного интеграла по замкнутому контуру АВС1) 
к двойному интегралу по области, заключенной между кривыми Г, и Г.-, 
так же, как и в [9}. получим, что

Л - Л = о (2.2)

Таким образом. 7 интеграл не зависит от выбора Г.
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Далее с использованием этого факта, аналогично [8], получаем

5 s..— — при г — 0 (2.3)
/•

(<■ — расстояние до вершины О).
А так как ь, — из (2.3) окончательно имеем

-•Wn + О

г. при r_.() (2.4)

При Ш = I из (2.4) получается корневая особенность напряжений и 
скоростей деформации, что совпадает с известным результатом линейной 
теории.

Найдем теперь распределение контактного напряжения /’(•'■). поль
зуясь решением плоской задачи установившейся ползучести, полученным 
л пункте 1.

В этом случае задача сводится к нахождению контактного давления 
p(xi) из интегрального уравнения (1.20), рассматриваемого при 
причем скорость внедрения основания штампа i'3(.Xi. >i) является заданной 
Функцией и определяется формой основания штампа. Можно показать, 
что ядро рассматриваемого уравнения содержит слабую особенность вида 
|х։ —g| (1 и, следовательно, уравнение является фредгольмовым 
уравнением первого рода.

Пусть область контакта Q = (—Ь. Ь). Для простоты ограничимся 
случаем плоского основания штампа. В этом случае v.(x>, Л) постоянна 
по х։.

Положим л =/։/£. Поскольку но своей сути метод получения инте
грального уравнения (1.20). изложенный в пункте I. ориентирован на слу
чай небольших относительных толщин слоя, будем решать рассматривае
мое уравнение асимптотическим методом «малых л» [5]. Для его успеш
ной реализации осуществим аппроксимацию трансформанты ядра урав
нения:

Маи) —֊— у
(Я- + С֊и֊)

(2.5)

которая учитывает все ее свойства (1.21). Здесь

(2.6)

С учетом того, что под штампом деформация всюду сжимающая, а 
следовательно, sign е.: совпадает со знаком Р(х.). приходим к уравнению

2*
( ■ 1Г,
I (/?■֊■ 4 CV)'2 (2.71
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в котором введена безразмерная координата х — х, /7/ и обозначено

' | г2(л-։, Л) Г/Л ~ еоп$1

Первый член асимптотики решения уравнения (2.7) методом «ма
лых л» может быть записан либо в мультипликативном

виде. Здесь у(х) ~ —решение уравнения (2.7) на оси в свертках,
а 7(х) — решение уравнения Винера-Хопфа на полуоси

ое 
1 ,•» • — ,

■•՛■ ->• «•

11 —ОС

которое строится известным методом факторизации [5] и имеет следую
щий вид

Здесь I (а) гамма-функция Эйлера, у(сс. х) — неполная гамма-функ
ция [7].

Полученное решение имеет на концах штампа степенную особенность 
вида х 1 или л- '/ что соответствует (2.4). Таким образом, струк
тура исходной аппроксимации ( 1.7) выбрана так. что решение на концах 
штампа имеет нужную особенность, то есть подобранная аппроксимация 
верно отражает эту важную характерную особенность задачи.

Укажем способ нахождения постоянной а. отличный от предложенно
го в пункте I. Известно, что при малых /. основной вклад в решение за
дачи вблизи конца штампа вносит поведение трансформан ։ ы ядра инте
грального уравнения на бесконечности, а вдали от концов поведение 
этой трансформанты в нуле. Поскольку, как видно, например, из (2.6), 
постоянная а определяет поведение трансформанты Л(<ш) \ишь на беско
нечности, а ЦО) от а нс зависит, то очевидно, что от значения этой по
стоянной зависит коэффициент при особенности решения на концах штам
па. Поэтому а может быть найдено из условия приближенного удовлетво
рения уравнения Сен-Венана вблизи конца, где как раз наиболее велика 
возможность нарушения сплошности среды.

С этой целью поступим следующим образом. Запишем уравнение 
сплошности (1.4) с использованием формул (1.12). (1.14) через напрЯ- 
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женил. В результате получится нелинейное уравнение, содержащее a.t, 
Си, о;: и их частные производные. Эти функции даются формулами (1.7), 
(1.9), (1.11) и получающимися из них дифференцированием, причем 
/>(*<) уже найдено. Устремляя во всех этих формулах х. к Л, х, к пулю, по
лу ’им их представление при л; ~ Il в окрестности точки х, - Он виде сте
пенных функций от х, с некоторыми отрицательными показателями. Под
ставляя затем эти степенные функции в полученное нелинейное уравне
ние и пренебрегая в показателях членами вида 1 V, после сокращения на 
xf • получим для определения величины <• = ст' кубическое уравне
ние с коэффициентами, зависящими только от -л Решение этого урав
нения с (ли), непрерывно ответвляющееся от линейного значения 
с(1)=1, определяет постоянную а.

Значения величины а для некоторых т приведены в табл. I

Таблица 1

V 1 0.95 0.9 0.85 0.81

m 1 1.1053 1.2222 1.3520 1.4691
a 1 1.06’' 1.2374 1.6759 2.7511

Точное решение рассматриваемой здесь задачи связано с математи
ческими трудностями принципиального характера. Для получения при
ближенного решения были приняты некоторые допущения, которые позво
лили решение нелинейной краевой задачи теории ползучести для слоя 
представить в аналитической форме.
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THE PLANE PROBLEM IN THE CREEP THEORY FOR A 
FINITE THICKNESS LAYER

N. CH. HARUTUNIAN. M. A. SUMBATIAN

S u m rn a г у

The paper deals with the plane problem of a steady non-linear 
creep under the effect of a normal distributed load on a finite thickness 
layer. The solution obtained satisfies all the equations and boundary 
conditions of the problem, except the identity of the Saint-Vcnan con
sistency. Nevertheless, the presence of the arbitrary constant a in the 
solution s structure makes it possible to satisfy the latter equation ap
proximately in a variational sense.

The contact problem for the rigid punch pressed into the finite 
thickness layer is also solved.
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