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В задачах тсрмоу пру гости тонкой плиты применяется линейный за
кон распределения температуры по толщине (/։). При этом в определен
ных условиях такое температурное поле вызывает я плите деформации 
растяжения (сжатие) и изгиба. В настоящей работе рассматривается толь
ко деформация изгиба, поэтому закон распределения температуры при
нят и форме

г=21ь^>,> ։: 0 * + *
К дх՝ а у՝

где оси хну отнесены к срединной плоскости плиты, а третья ось обозна
чена через

Целью настоящей работы является нахождение общего решения диф
ференциального уравнения изгиба плиты и решение некоторых задач в 
случае, когда функция т(х. у) имеет постоянное значение т„ в некоторой 
части (6\) области плиты (С), а в ее остальной части (О'.) она равна пу
лю. При этом, поскольку т(х. у) нс зависит от координаты под областью 
плиты будем подразумевать соответствующую область ее срединной пло
скости.

Рассмотренный случай нагревания плиты будем называть частичным 
нагреванием (очевидно, что соответствующее температурное поле можно 
создать, если термоизолировать друг от друга части плиты, соответствую
щие областям О, и 6։).

Отмстим, что при нахождении указанного общего решения исполь
зуется метод построения общего решения дифференциального уравнения 
изгиба плиты под действием частичной нагрузки ( 1|.

§ 1. Общее решение

Обозначим прогибы R областях (7, и 0՝, соответственно через и 
и представим их в виде

ш0 = Ф(х. у), «», */(х. у) + Ф(х, у) (1.1)

где /(л. у) и Ф(х. у) ֊ бигармоннчсскис функции.
Назовем /(х, у) частным решением дифференциального уравнения из

гиба плиты при частичном нагреве Эту функцию определим из следую
щих условий на Л разделяющей области 6' и (7,;
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о>։т - ГК,|, (1.2)
дч (Ь

л/ь = л/<», #։. = г/о, 

вь = а>.

где V- нормаль к линии /, направленная от области (70 к области 6՛,, или 
наоборот, а Л/., Н. и — соответственно изгибающий; момент, крутя
щий момент и поперечная сила.

Внутренние силовые факторы определяются обычными формулами 
изгиба тонкой плиты лишь с тем отличием, что для области (70 к выра
жениям изгибающих моментов добавляется член

2£> (1 4֊ р)^0 
Л

где 7)֊ жесткость плиты, р коэффициент Пуассона, а — коэффициент 
теплового расширения.

С учетом (1.1), условия ( 1.2) приводятся к виду

Л = °>(т)=е (1Э>
X иг/1

(1.4)
\ с/х՜ (1г 1 — р дгдг ' /

(-&= Нг----- ^=г- <й) ֊-= 0 (1.5)
• СЛз'О'г дг(}г~ /I

где г — х и] и г -- х ֊ /։/ комплексные переменные, а

Х = Р (1.6)
2Л

Важно отмстить, что условия (1.3) равносильны условиям

/Ь», ?,) = о. (#)=0 (1.7)

где 20 ~ х„ -г 7.у(, произвольно фиксированная на / точка.
Для определения из (1.4) — ( 1.7) частного решения А выразим его че

рез две аналитические функции п(2) и ^(г) формулой 1 урса:

}-ги (г} 4-зп(т) 4- г>(г)՛ +Цг) (1.8)

Внеся (1,8) н ( 1.7), ( 1.4) и ( 1.5), получим

гои(го) 4-г0н(г0) 4՜ г»(г0)4--р(хо) ==0 (1-9)

г,։/(г,) 4-«(-’/) I г/(г/) = О (1-Ю)
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РХЦ)- =-"(֊-<)!(֊^) + (ы։>

\ аг /1 \ — 1 — !*■

м (х,)^, - и" {г^Иг, = О (1.12)

где штрихи над буквами обозначают производные соответствующего по
рядка.

Из ( 1.12) следует, что

и (г,) — и'(г/) = 1С1У (1.13)

где с. — действительная постоянная.
Учитывая очевидные соотношения

Х[7и'(2;)]-,/(.֊,) 

\аг / ( иг.

из (1.10) получим

Х-[?Х(^) 4-1՛՜ «4)1 — г-— и '<г?) -~~
вг1 1 — Н 1 — R 1 — н

Внеся сюда значение функции ч'(г,) из (1.13), после интегрирова
ния будем иметь

— 3 4- ;>------- 2/. — 2/с'п֊,
Л-» (г,) ГУ (г,) ֊1^;«^)= рГ՜^4՜ 4 Ч { /Ъ (1.14)

где с,-и с —действительные постоянные.
Сопоставляя ( 1.10) и ( 1.14), приходим к результату

« <г/> = ~Г2' ■+■ "V ■Ц^՜ (с։ —/сз) (1Л5)
2 2 4

Очевидно, что

и(г) = [и(^)1. . *ч
Тогда из (1.15) будем иметь

։ \ У֊ ■ 1 |։ . . . и (г) -у г -ь — г-------— (с։ — гс._.)

Подчиним это выражение условию и(0)=0 [1] и, кроме того, учтем< 
/с(| о

что величина нс вызывает прогиба. В результате получим

«Г) = ֊г (1.1Ь)
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С учетом этой формулы из (1.10) находим

(2/) = '^1 (1.17)

Предположим, что уравнение линии I задано п комплексной форме

х, = Й^,)

Тогда из ( 1.17) получим

г» (г) = — у. (2 (г) 4г Ч- с3 т «У« (1.19)

где для упрощения дальнейших выкладок за нижний предел интеграла 
принята фиксированная на I точка, в которой имеет место- условие (1.9)

Внеся выражения (1.16) и (1.19) при 2=2« н (1.9), находим

сл — го2о
Ла

(1.20)

Легко заметить, что постоянная ։с., входящая в (1.19), не вызывает 
прогиба, поэтому примем с*=0.

Тогда из (1.19), с учетом (1.20), получим

(1.21)
Частное решение / определяется согласно (1.8), с учетом (1.16) и

У. 2г — 2Ке \ (?) 4г ?02„ (1.22)

где Ие — символ действительной части.
Внеся ( 1.22) в (1.1), будем иметь

«’о = Ф

= У. гг —2 К с \ 2 (?) </֊• | Ф

Для упрощения дальнейших выкладок заметим, что функцию

у-(гг — ?„-•,)

можно включить в состав функции ‘1». Тогда предыдущие формулы примут 
вид

«’о ~ “ 7 (22 “■ 2о2(|) 4՜ Ф (1.23)



= 2/R« (г}дг \ Ф (1.24)

Этими формулами завершается построение общего решения диффе
ренциального уравнения тонкой плиты при частичном нагреве.

Важно отметить, что функции и 5У, должны быть регулярными 
соответственно в областях -|- I и 6, -{- /. Если при этом интеграл

^(г)</г (1.25)

окажется аналитической функцией в области 6’|4֊/։ го бнгармоиическая 
функция Ф будет регулярной во всей области плиты.

$ 2. Область в, есть круг

Рассмотрим случай, когда область 6(, есть круг радиуса с центром 
в начале координат (фиг. I). Уравнение окружности будет

Теперь общее решение ( 1.23) и (1.24) представится в виде

»0 = — /• (22 — г1) ф Ф (2.3)

ю։-8 -^1п--фФ (2.4)
'о

Из этих формул видно, что бнгармоиическая функция Ф будет регу
лярной во всей области плиты.

■ Регулярной в данной области будем называть бигармоийческую функцию непре
рывную вместе со своими производными до третьего порядка включительно и гон же 
области.

7



Заменив в формулах (2.3) и (2.4) г па г—г* и г на г—гс, по
лучим общее решение рассматриваемой задачи, когда центр круговой 

..области (70 находится в точке л х. •/</, (фиг. 2):

где

г = (2-2։)(г— гс) --= | Л(х—г,)2-Ну — #,)= (2.8)

а Г (х, у, хс, г/г) — функция Грина.
Гармоническая функция

<1)

регулярна во всей области плиты и поэтом)' ее, с соответствующим мно
жителем, можно включить в состав бигармонической функции Ф. Тогда 
формулы (2.5) и (2.7), с учетом (2.8). заменятся следующими формулами:

«»0 = ֊ 7. '(г- г) (г гг) го 1 1п--------—г,------- — 2Г Ф (2.9)

ш, = - 2/^Г + Ф (2.10)

Рассмотрим случаи., когда область плиты односвязна и известна 
функция

г = ;.,(:) (о>(0) = 0) (2.11)

конформно Отображающая область единичного круга на область плиты Сг. 
Тогда функция Грина определится известной формулой

Г֊71" )(1
(2.12)

где С—точка единичного круга, соответствующая центру круга 6Л.
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Учитывая (2.12), из (2.9) и (2.10) для односвязной плиты получим 

= —>.•(? — гс) (г — г.) — го 14*

(г-г,)(?֊^)(1֊-./.)(1֊СЛ) II ф
1п ----------- ------- —------------ =—=--------------------- > т 1 (2.13)

։-^|п(1֊й(1-с;о+Ф (2Л4)

§ 3. Области 6\, и 6\ разделены прямой линией

Пусть линия раздела областей <70 и (?։ есть прямая, проходящая че
рез начало координат (фиг. 3).

Уравнение этой прямой будет 
иметь вид 

г1=тг1 (3.1)
где 

/~= 1+'?Х±\ 
1 4-71? ф \ 1 — I /

(3.2) 
Здесь <? угол между / и осью х. 

Согласно (1.18) и (3.1)

2(г) = тг (3.3) Фиг- 3-

Учитывая (3.3). общее решение ( 1.23) и ( 1.24) для рассматриваемо
го частичного нагрева представим в виде

и’о — /гг — Ф 

гих = ֊ (тг: ֊֊֊ т г") 4 Ф

(3.4)

(3.5)

Из этих формул видно, что энгармоническая функция Ф будет регу
лярной во всей области плиты.

Решение (3.4) и (3.5) можно привести к следующему, более удобно
му для применений. виду:

«’о =---- -- — тг~ — т г2) 4֊Ф (3.6)

и»! -՛= — (2гг — тг:— т г՛’) -- Ф (3.7)

В частности, когда линия I совпадает с осью у, будем иметь

= - XX3 4֊ ф (3.8)

и»1=7.х24-Ф (3.9)՛
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§ 4. Применение конформного отображения

Для вычисления интеграла, входящего в (1.24), можно воспользо
ваться методом конформного отображения.

Рассмотрим случаи, когда I есть замкнутая линия, расположенная з 
области плиты.

Поскольку область определения указанного интеграла есть 6։ -|՜ I и, 
кроме того, этот интеграл не зависят от контурных условии плиты, указан
ную область можно расширить до бесконечности. Таким образом, можно 
принять, что область определения интеграла, входящего в (1.24). есть бес
конечная односвязная область с отверстием, контуром которого является 
линия I. На эту область в плоскости < и будем конформно отображать 
бесконечную область плоскости £ с круговым отверстием.

Пусть такое отображение осуществляется с помощью соотношения

•*=Г(С) (4.1)

Примем для простоты, что радиус указанного круга равен 1. а центр 
его находится в начале координат плоскости ֊. Обозначим через у контур 
Круга.

Из (4.1) имеем

2/ ~

откуда, учитывая очевидное соотношение Ц’։ 1> получим

Сопоставляя эту формулу с формулой (1.18), Приходим к формуле

Внеся это значение функции П(г) в ( !.24) и для простоты пслагая 
2« = ^(1). общее решение (1.23) и ( 1.24) представим в виде

= — х (22 — 2о2О) ֊Ь Ф (4.3)

юх = -2хИе^Г^)/;,ь)^-гФ (4.4)

Г

В качестве примера применения этих формул рассмотрим случай, 
когда Со есть эллипс с полуосями а и Ь.

Совместим оси х и у соответственно с большой и малой осями эллип
са (фиг. 4).

Внешность единичного круга отображается на внешность эллипса 
соотношением
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г = Г(С) = А'^', 4֊ (4.5)

где

. а 4֊ Ь . а - Ь к —------- » <■ — -------
2 «4-6

Из (4.5) имеем

Внеся эти значения в (4.4), общее решение (4.3) и (4.4) представим 
в окончательном виде

п’։ = — /А՜

М’о ~ ' (-* — в2) -- Ф (4.6)

(1-;=)ги±Лз4.'Л+2.+ -1 4) 
«о ՝. > * / 4* Ф (4.7)

§ 5. Задачи

1. Изгиб свободно опертой по контуру бесконечной полосы в случае, 
когда область 6-. есть круг с центром в произвольной точке продоль

ной оси полосы

Обозначим через 2& ширину полосы, а через Л, ֊֊радиус области С, 
(фиг. 5).

Фиг, 5.

Для определения прогибов полосы воспользуемся формулами (2.13)
и (2.14) при ге = гс - 0 (Сс = 'с=0 )

ш0 = — у.

И»! — ֊ ХГ.)1п Чч + Ф

Контурными условиями полосы будут

и»1 = 0, '\7*и,։ = 0 (у = ± 6)

(5.1)

(5.2)

(5.3)
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Так как функция Грина ( в данном случае -у 1п ' обращается в 

нуль на контуре плиты и, кроме того, она является гармонической функ
цией, то, в силу условий х(5.3), из (5.2) получим для точек контура по
лосы

Ф =֊■ 0. ’у-'Ф О (5.4)

Поскольку Ф является регулярной бигармонической функцией во всей 
области полосы, то из (5.4) следует, что она тождественно равна нулю в 
указанной области. Следовательно, из (5.1) н (5.2) сразу получим реше
ние рассматриваемой задачи

Юо = — гх — го ( 1 4՜ 1п гг
Гоч,

2 I уу 
и»! = /./■<) 1П<.

(5.5)

(5.6)

Область единичного круга отображается на область полосы с помо
щью функции

откуда

(5.7)

(5.8)

Внеся (5.8) в (5.5) и (5.6) и перейдя к действительным переменным 
л и у, приходим к окончательному результату

х2 | уг — г’

Учитывая, что

. А . ~У\х՜ +։/■ сп---------- соз —֊У \ 26 26
г, / , “X ~и \

Г.՜ СП----------СО5 —
26 26/

СП----------- соз ——
,. 26 26

»1 = — угх 1п-------------------------
1 Гх , «У

СП----------г СОЗ------
26 26

(5.9)

(5.10)

11т
у=а ։ -о

Н’и = — -X
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из (5.9) находим прогиб центра области 6,։

•'/1 <»։ \
= х/о П — 2 !п----- I

\ -г0'
(5.11)

2. Изгиб свободно опертой по контуру правильной многоугольной 
плиты о случае, когда область С„ есть круг, центр которого совпа

дает с центром многоугольника

Центр многоугольника примем за начало координат, а ось х прове
дем через одну из вершин многоугольника. Обозначим через И радиус 
окружности, описанной вокруг многоугольника, а через •՛.. — радиус кру
га 6’,,.

Прогибы многоугольника, как и в предыдущей задаче, будут опреде
ляться формулами (5.5) и (5.6).

Отображающая функция дается формулой Кристоффеля-Шварца

2^ 1(1—/") " <Н (5.12)

<г

Здесь И— число сторон многоугольника, а постоянная с определяет
ся формулой (1]

Функция (5.12) при |֊| 1 разлагается в степенной ряд

где Г — гамма-функция.

Некоторые значения приведены в табл. 1.

7’а<?лида /
п 3 4 5 6 8 12

с-.К 0.5661 0.7628 0.8511 0.8985 0.94-12 0.9759

(5.14)

где

2(пЧ-2)(2и 4-2)...[(/; 1)п4-2)
/Г (кп | 1) к\

(5.15)

Пользуясь (5.14). из (5.5) и (5.6) можно определить прогибы в лю
бой точке многоугольника. В частности, используя предельный переход
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1։ш —

•.-о :
= Вт = «■' (0) = с 

:֊.о С

из (5.5) определим прогиб в центре правильного многоугольника

:о0 = хг* 1 -I- 2 1п — 
го /

3. Изгиб заделанной круглой плиты в случае, когда область 6„ есть 
круг, центр которого не совпадает с центром области плиты

Центр круглой плиты примем за начало координат (фиг. 6) и обозна
чим через R радиус этого круга, Л, — радиус области 6.?.

Без ограничения общности примем

Из контурных условии плиты

= а, у, = 0 (г. = хс =■ а)

Имея в виду, что в рассматри
ваемом случае

- = ««(;)= R: (5.16)

из формул (2.13) и (2.14) получим

«’о = г —а) (г а) г-

, {R'՝ ах) (R֊ — ат)Ф------------------------ -----------------------------------

л Го

(5.17)

П1И [2] для бнгармонической функции ‘1’ имеем

21 R ՝ (г — а) (г а) , .
ад, =: 1п—-------------£------=֊4՜ Ф

(R- -ах){R3—ах)
(5.18)

с применением интеграла типа Ко-

/•֊(К֊—г'-) (У?1 а՜ г2)
' R* {R՝—ЪЯРаг соб {> 4՜ а՜г՛՜) (5.19)

где Г и 0 — полярные координаты.
Представим теперь прогибы (5.17) и (5.18) в окончательном виде

и’о = — 2аг соя 9 — Гд
R' 2R՝аг соз 0 —

р-г? л го
4(*2 г՜) (/?’— ат՜')

R*(Я-֊ 2№ аг соз 6 ; а՝г2)

ад։ = -- хг| 1п '2 а г сов '> 4- с")
R1 - 2 R- аг сое 5 4՜ а*г՜'

(R- - г*) (/?' ֊ а‘гх)
R2 (/?’ — ИР аг со$0 4՜ а V)

(5.20)

(5.21)

Ф =

х п

1 +
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В частном случае, когда я = 0. будем иметь

= — « | rg ֊ rl(l 2 ln ֊ ) + ֊ (^;) | <522>

При Р из (5.22) и (5_23) будем иметь 

w„ — 0, Wj — 0 

что совпадает с известным результатом [3].

4 Изгиб свободно опертой по контуру круглой плиты о случае, когда 
области G и G разделены прямой линией, делящей область плиты 

на две равные части

Линию раздела областей 6\, и (7, совместим с осью у. а центр обла
сти плиты примем за начало координат (фиг. 7).

Для рассматриваемого случая общее решение представится формула« 
ми (3.8) и (3.9), которые в полярных 
координатах будут иметь вид

w0 - ' r'-'(l cos 25) ■ Ф 

(5.24) 
Wj - ։. г (1 + cos 20) — Ф 

2 ՛

Бигармоническая функция Ф в об
ласти плиты разлагается в ряд 

Ф = До - В,г- -Ь

-!• У}(Д2я и՜'1 1 4- Въ,-\т՛'' )cos(2n -1)5
л~։ Фиг. 7.

(5.25)

Коэффициенты этого ряда подлежат определению из контурных усло
вии.

Из условий равенства нулю на контуре соответственно прогиба и из
гибающего момента имеем

Ф(Я, Ь) =֊■

&Ф ։ ji £ф\ 
Or- Г г dr)r.R

— R" (1 cos 29) при —— < 9 —
2 2 2
7. ~ ЗтГ

— R- (1 4֊ cos 20) при —- -< 0 . ——
2 2 2

— (1 4- ?) *'•(! + cos 25) при-----՝— < 6

(1 4՜ ?)у- (1 -г cos 25) — 4х при — 9

(5.26)

2 
u (5.27) 
Зп
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Внеся (5.25) в (5.26) и (5.27). определим указанные коэффициент 
ты А>:, В,.. Далее, подставив найденные значения этих коэффициентов в 
(5.25). после некоторых преобразований получим

Ф =
1 4- и - Л-1(4я-— 1)(4п | թ-1)

2ո (3 4- ;0 I- 1
2л-3

— րօտ (2л 1)5 (5.28)

С учетом этого выражения прогибы (5.24) представим в окончатель
ном виде

ад = — г (1 4-օօտ 20) - ------- (R- г")—

4« ~ (՜ ” ( Я՜) Г .

-------- \ —т------------------------- 1 — :*) г--г * £։(4лй-1)(4л4-'Л֊Щ

2(3 • ;0 п ;-!-!■ к -
2л 3

соя (2л 1) 5 (5.29)

где из двух знаков верхний относится к области 6’« — '. а нижним — к 
области 6, I.

Заметим, что когда температура т(х. у) имеет постоянное значение 
т„ во всей области плиты 6', прогибы определяются формулой [3|

ш = -^-(Л= -г։) 
1 I- и

При этом плита остается ненапряженной

Д/г = р(д‘и’ [ р ди'
\ Ог- г Ог

Ереванский политехнический институт 
им К. Маркса

= 0
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!1 0. 1Г. 1111ՊՈՆՋՅԱՆ

Ри.1‘1М| ՍԱԼԻ ԾՌՈհՍ՚ււ ԱԱՍՆԱհԻՈՐՆՆ ՏԱՔԱՑՄԱՆ ԴեՊՔՈհՄ

I). մ փ ո փ ո է մ

Դիտվսւ մ է սալքւ ծոման ջերմтшн.шձգական քսնղրի աչն ղեպըը, Լրբ նրա 
մ/ւ մասր աարար/յէում էէ իւէկ մյոէււ մասի չհրմասաիճանր պահվում է հավա
սար ղրոյիէ Տաքացման մասում ջերմաստիճանը ըստ սա/ի հաստությանը փո-
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փոխվում Լ գծայնորեն, իսկ այղ մասի ներյւհի ձ վերևի նիստերում ունի միե- 
վհոլյն Հաստատուն, բայց տարրեր նշանի արմերն հր է քհաււ մնասիբության
նււլասքակն է նշված ջերմաստիճանային ղաշուի սյայմաննևրւսմ որոշել սալի 
սու տեղական մա կերևայթի ղի՚-իերենցիալ Հավասարմ ան րնդհ անուր լուծումը և 
քէսծհլ կոնկրետ իւնղիըներւ (1.23) և (1.24) ընդ Հուն ուր լուծումը ս սլացվել Լ 
այն սլայմանից, որ սա)ի տա րացվ ող և շտարացվ ող մասերը ստհմ անաւիա 
կող մակերևույթի բոլոր կետ երամ այղ մասերից մեկից մյուսն անցնելիս 
ղեֆորմ ացիանեբր և. ներրին ոլմերր մնամ են անընդհատ >

վերջնական տեսրում բնդհանար լուծումը, բացի Հայտնի մ ասնակի լու
ծումից, որբ Հուշվի Լ տոնում ջերմաստիճանի խզումը, պարունակում է նաև 
մեկ բիՀաբմ/ւնիկ ֆունկցիա, որբ որոշվում է խնդրի եզրային պայմաններից:

BENDING OF A PARTIALLY HEATED PLATE

0. M. SAPONJIAN

S и m m a г у

This paper is concerned with the thermoelastic problem lor a 
plate in case when some part of the plate is heated while the tempe
rature of its remaining part is zero. It is supposed that in the heated 
part the temperature is distributed linearly through the thickness of 
the plate and has the same constant values both on the upper and 
lower planes of the plate, minus and plus respectively.

The aim of this paper is to obtain the general solution to the 
plate differential equation and solve some particular problems. General 
solutions (1.23) and (1.24) are obtained from certain conditions, where 
at all the points of the surface dividing heated and unheated parts 
of the plate, deformations and inner forces remain continuous.

In its final form, the general solution contains the well-known 
partial solution reflecting discontinuity of temperature, as well as one 
biharmonic function which is determined from the boundary conditions 
for a particular problem.
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