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ОБ ОДНОМ ВАРИАНТЕ ПОСТРОЕНИЯ УТОЧНЕННЫХ 
ТЕОРИЙ ИЗГИБА ТРАНСТРОПНЫХ ПЛИТ

Попытка уточнения теории пластин и оболочек была начат.։ ра
ботами Н. А. Кильчевского в 40-х годах (см., например. [I]). Работы 
Е. Рейсснера [2| стимулировали интерес к этой проблеме. Но особен«։ > 
большое внимание этой проблеме уделяется после ряда работ А. Л. Голь
денвейзера [3. 4, и И. И. Воровича [>]. в которых содержится анализ об
ласти применимости классической теории пластин и оболочек и характера 
присущей ей погрешности. Кроме того, в этих работах предлагаются асимп
тотические методы исследования трехмерных задач упругости.

Наличие обстоятельных обзоров Н. Л. Кильчсвского [6]. И. И. Во- 
ровнча [5. 71. Л. Айнолы-У. Лигула [8], А. К. Галиныпа |9| позволяет 
нс касаться анализа разного рода допущений, обычно используемых при 
построении уточненных теорий. Отметим только общую идею используе
мых при этом методов, заключающуюся а предварительном задании неко
торых из характеристик напряженно-деформированного состояния конеч
ными рядами

ЛГ м
", ’ У ",*(*)?« («Л ֊,.-= у 3,д(х) (.V?

Т-О *• и

л = {л-р .га} (; 5, /», А]

с последующим определением остальных из трехмерных уравнений теории 
упругости. Функции у.., как правило, задаются степенями х։ идя 

пол։ номами Лежандра, а для определения неизвестных функций и(1с . 
*։1. выводятся дифференциальные уравнения с помощью вариационных 
принципов или с использованием трехмерных уравнений теории упру
гое ги.

В данной работе предлагается одни из способов получения уточнен
ных теорий изгиба транстропных плит, базирующийся на использовании 
Класса однородных решений.

1 Пусть транстропная плита, в каждой точке которой плоскость 
изотропии параллельна срединной плоскости 5, занимает объем I = $.'\ 
Х[—Л. Л] (в общем случае 5 многосвязная область, ограниченная

Л’
контуром О՝> иИмея в виду в последующем изучение концен- 

/-о
грации напряжений, остановимся на случае задания изгибных напряже
ний на боковой поверхности плиты.
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Компоненты вектора упругих смещений «<• произвольной точки пли
ты будем искать в виде

«,(?, ')= У '“'4^.(5) + MOW) + п(-.)ЙЛ(:) 
jfc=l>

Л' >1x1
«»(։. 0= у p(-.)rf,4'(;) + n('.)d.4-(^) (U)

1-0

Из(;. 0- V Z’V«(<) + q (')՝!•(=)
1-0

где F։, Ф, 4՜ и п, р, (f — некоторые произвольные функции аргумен
тов : = (:1։ :2} и Z соответственно, л՜,/#, (а =1,2), Z=-r,''A’, 
U. = д;дг,а, л =/։//?, R радиус наименьшей из окружностей O's,.

Требуя, чтобы выражения (1.1) удовлетворяли системе равновесия к 
условиям нсзагруженности торцов плиты, получим [10]

/•;=֊ — F 4֊ 2;^IFF, F. = - r^D4', f‘\ - - F^D1 2 3 4F (1.2)

1. Если 6։>0 и b\ Ъ-., то $j 2 ~ । />։ ± । Ь\ — 62

п (Z) = У Hj sin -;s ՛ </(!) = V О, costs ' (1.4')
/- • ?-։

2. Если 6։>0 и bi — b.2, to (.$, = Г 6։)

a (',) - /7։ sin ֊•֊ H:- cos ‘'s^, </ (Z) — Q} cos^s/, Q.- sin (1.4 ՛)

3. Если 6։<^0 и b\-Fb.. to (sj .,— 1 |/>i | - I b:—b\ 1

я(ч)= ^/<shTV> <?«) = VQ?cb-;S; (1.4'") 

/-I

4. Если 6x<0 и b\ - b2, to (st — J | 6։ | )

n(') //jsh^SjI /Zj'chvsjZ, q (Z) = Q։ ch fs։Z (1.4"")

I IpH этом функция ՝l! удовлетворяет уравнению

/ч(։) = 0(Л 4), F^F, й2^д21+д1 D-DZF=Q

p (Z) = ֊^— sin SsqC, /)2Ф — (■>// )-Ф = 0 (1.3)

4

Вид функций rt(-), <7(s) зависит от физико-механических характеристик 
материала, именно
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от— и/')•’!’= о (1.5)

Э 'лределяющие класс однородных решений параметры б и у являются ре- 
тениями трансцендентных уравнений. В случае б, > 0 эти уравнения 
можно записать в таком виде:

со5|>$о = 0, о —----- (2/< —1). к 1,2,...
2$0

3 .ч։п 2лу а зЬ 2?՛; =0 (6? Ь..)

2$ГХ — 51'п251у — 0 (6| — Ь..)

<՛՛ я։п --’у - к!п ">•[- 0 (61\>/<)

(х /₽ ֊ 5։ 1. ”> («I— 2 - 4 «й)

(1.6)

(1.7а)

(1.7Ь)

(1.7с)

Что касается случая б, <С 0, то для него уравнения получаются из (1.7) 
формальной заменой и. на /х,.

Тогда, на основании (1.1) с учетом (1.2)—(1.5) и в силу обобщен
ного закона Гука [11]. получим выражения для напряжений

■4֊ о„ = 1-±Д :огг+е(:) «с =.. = <«) г
1 — V

'Г 2/°:т =

- -4 ֊У <? 'бУ-а* ру+ '> <՝>ф+п ։։г] (1Ю

I (■') = Аз (у(7)- п ('-) -֊ — (•)
И

Корни уравнения (1.6) вещественные и группируются по два с оди
наковым модулем. Уравнения (1.7) имеют нулевой корень и счетное мно
жество комплексных, которые группируются по четыре с рапным моду
лем. Кроме того, уравнение ( 1.7с) имеет счетное множество вещественных 
корней, которые также расположены симметрично относительно нуля.

Для формулировки уточненных теории изгиба транстронных плит б>- 
дем пользоваться разложением компонента вектора смещений и ряды по

«.-/»,. = 2 — [ '(‘ГДИду֊ (-,) Ф -| - г С) Ч-
С/г | 1 — V

Здесь

* « « 4- Г'о ^ ( -) = — (2'$о) ՝Р ( •) - — (Мо) ՛ СО8

е(С) = 2։(:)4. (>//.)=л(:). ։(•-) = АГА1!'У п (О + — Ли9' (՛-) 

,(С) + ±П(-,)
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однородным решениям, ограничиваясь тем или иным количеством указан
ных корней. При этом получается следующая последовательность уточ
ненных теорий.

2. Ограничиваясь первыми корнями уравнений ( 1.6) и (1.7) — О

и 0=՜^՜)’ получим разрешающую систему первого приближения

֊- 0. />Ф - ֊ ~ Ф « 0 (2.1)4/-хз

САедоиательно, в сказанном приближении получаем теорию С. А. Амбар
цумяна (12]. если вместо числа л подставить» 10. Последнее обс'ГОЯ- 
гельстно буслОбЛеио зданием закона распределения иапрнжншй по тол
щине плиты и цитируемой работе.

Общин порядок разрешающей системы ранен />'՛. поэтому необходимо 
сгапнть п» три граничных условия на каждом краю плиты

Обозначим через Л/ "(■’. = •,) изгибающие и крутящие момен

ты и Л' перерезывающие силы, а через Л/С. Л .՛ (п >1) их 
снерхстатические характеристики (иолимоменты и полисилы). Ука
занные характеристики определим следующим образом 113]:

: ։
м՝.‘" |՜ л',"‘= |՜ (2.2)

-: -։

Силовые краевые условия на границе плиты с/5' выраженные с помо
щью свСрхстатнческИх характеристик, имеют следующий вид [14];

։ 
м'՞ п, г м՝:՝п, = С

- ։
։

.•V "'п - \ " п. = \ (2.3)

-I

I 
лл1; V н м:? .п. = -(« - о. 1. 2,-)

- ։

где (<7,։ . 1/։ , дп ) проекция внешней нагрузки, приложенной к по
верхности

В рамках первого ( амбарцумяновского») приближения краевым 
условиям соотпетс։яуюг только статические характеристики распределе
ния напряжений (֊•։ 0)
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На основе соотношений (2.2) моменты и перере чыпаюшие силы, ста
мески эквивалентные напряжениям (1.8), равны

Ж'+лг- = 2.L-^Re-.u), л- = + —
3 1 — * ' rs6

м:?'- №՛ + 2<Л/'"՛ ֊ - -![?<(*) t /(։)! - (2.4)

8/-5(2sJ — *.)
15(1 ֊ *)

-/"(*) + 128 Л/Ф

где 'f(z), *!>(/) — комплексные потенциалы Колосова-М у схсли ниш ли.
Выпишем теперь выражении М' . N'.՛՛1 в полярных координатах 

(a, f = г. 0)

1 2/0 . д * 2s}-v, JWF
’ 1 * 3 \ оР г or ~ Р Ъ&Г 15 ' ОР

32 <? / 1 дФ \ 
X* Or \ г (Л /

.ж(0) 2 д ( 1 dF\ 1 ,2sJ- v- <*/1 dipF\
Mr* “ 3 Or \ r & / 15 ՛՛ 1 ֊ * dr \ Г (Л ) '

16 / -?Ф \
г? \ 4*.՜$$ с#/- /

v(o) 2). 1 d^2F 4 оФ
* "3(1֊*) г М Ог

2*. opF 4 1 Оф
3(1-*)^ -^sj Т л

Ш’” _ _____2 - ( ■ _____ 1 £_ ■ 1 а\\г 
3(1— *)\ Or՝ г Or Р (Лг)

Р(2^ - V) 32 о / 1 ЛФ \
Т5 И 7) ~ОР~ Z3 Or ' Г (Л I

Сравнивая эти выражения с аналогичными, приведенным։։ в [ 15]. видим, 
что они отличаются коэффициентами. Причина здесь та. которая отмеча
лась при сравнении разрешающих систем.

Таким образом, краевая задача в такой постановке соответствует вто
рому варианту теории С. А. Амбарцумяна. Различие стоит в коэффици- 
ситах и в формулах, по которым вычисляются напряжения, после того как 
будут найдены разрешающие функции.

Отметим, что устремляя \ — * >. К, Е, С, - • (!, получим фор

мулы рсйсснеронского приближения для изотропных плит, приведеи- 
ные в [14].
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3. Для построения теории следующего приближения необходимо 
взять по два различных по модулю корня в каждом трансцендентном урав
нении. 1 огда разрешающая система этого приближения имеет вид

—i- 0-2
о=от = о гяф։ о, о=ф։ -~ф, = о

£)...,!• _ ( «, : р, = 0> D.T _ := 0 (3 J)

('•'1 ~ 7i 4
Из формул ( 1.8) в этом случае имеем

<֊Ч s',’1 = ^Re<f'(») ■ 2Ree('.)T
1 — v

=5 -2/s® = -2:(7r’(z) - •>'(»>! +.RO

4’Vpj:)-^ ֊8R։s(;)^. (3.2)
fi2- Oz՜

<•>> . .. 4/(1 ֊ C3) „ .o
/=; — - ? 2/ \ nA(-) —-----r 4։<er(՛,) —

1 < *Ti dz dz

Порядок системы (3.1) L)'՝, поэтому на границе плиты надо поставить по 
шесть граничных условия. Силовые краевые условия будут включать как 
статические, так и свсрхстагмчсские характеристики первого порядка, ста
тически эквивалентные напряжениям (3.2).

Аналогичным образом строятся теории более высоких порядков. Так 
на следующем шаге порядок разрешающей системы будет Р1в, затем 
№ и т. Л. Силовые краевые условия будут наложены соответственно на 
св-рхстатические характеристики до второго, третьего и т. д порядка вклю
чительно.

Проиллюстрируем применение предлагаемого варианта второго по
рядка на задаче о концентрации напряжений в неограниченной плите из 
транстропного материала. Плита ослаблена поперечной полостью, ограни
ченной круговой цилиндрической поверхностью Й. Для простоты будем 
считать, что поверхность ’ загружена нормальными изгибающими уси
лиями, изменяющимися только вдоль образующей, го есть

=„|,.= v.|, = o
В этом случае задача будет осесимметричной, поэтому функции 

<!>- (/ — 1» 2) обращаются в нуль. При г — I имеют месте следующие гра
ничные условия на контуре отверстия:

I
МУ’֊ р ।/С):ъ‘’с/:, м<л = о (; = р,1) (з.з)

-1
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В полярной системе координат статические характеристики напряженно
го состояния имеют вид

| мН’ ----- - ----- — —Л+2Ке(а։Ч- + 4,^')
I 3(1—\ с/г՜ г с/г ՛ \ с/г՜ /

В м'°> 2 ( 1 LTD / 1 6/(1 \ /ЦД\.Ин =----------- Н--------- 1------------- ) I 2Ке <1։Ч'-Н1------------ ) (3.4)I 3(1 — V) \ с/г՜’ г дг / \ г (/г /

/V,1” = 2 Ке <!, — М’"’ = 2 R« 
с/г

Здесь

։
. с/2, = г (ч)"А/-

(а‘ 1 V 1՜ *‘՜’ :2-'<г.

■ I 'О-5'

- I

Решение уравнений (3.1), удовлетворяющее условиям на бесконечности, 
будем искать в виде

/(г) - Л‘1пг, 'Г(г) ХК.,(г,^) Ао(и‘') (3.5)

где А.— функция Макдональда.
Из граничных условия (3.3) получаем систему для определения про

извольных ПОСТОЯННЫХ X. /

I
X —ЗИе[а։-г (71,՛ (;,՛/֊)]/- — Зр | /('.)>/',

-1 
։

X 5{?е|а3 -(■;1/ВЧ>д-А,1Л. (;,А)]Х= ֊ 5/^’:з/С) с/'. (3.6)

‘ ։

Ке сЛРо (-։1 >) X О, <71 ՛■' > - (7։/') Х։ (7։ 'I ։Р )

Подставляя решения системы (3.6) я выражения (3.4). получаем форму
лу. по которой обычно вычисляется концентрация напряжений

9
Л/№(1)- — X ( 2Ке|о, 6,Р„(7^)]7 (3.7)

Предложенный процесс построения уточненных теорий изгиба плит, 
отличающийся достаточной прозрачностью, позволяет без труда получить 
уравнения задачи. Кроме того, преимущество такого подхода заключает
ся в том, что, как и в трехмерной теории, формулы для вычисления ха 
ракгеристнк напряженного сос ояния содержат коэффициенты, вид кото
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рых определяется в зависимости от физико-механических постоянных ма
териала плит.

В заключение отметим, что другой подход используется в работах 
[16- 21]. Решение трехмерных задач теории анизотропных власти.։ осу
ществляется с помощью итерационных процессов, построенных асимпто
тическими методами А. Л. Гольденвейзера и И. И. Воровича. В [19—21] 
на каждом этапе решается ангармоническая проблема для трансверсаль
но-изотропных пластин, аналогичная проблеме Кирхгоффа, но совпадаю
щая с ней в нулевом приближении, и некоторые бесконечные системы ли
нейных алгебраических уравнений. Для удовлетворения граничных усло
вий на цилиндрической части границы применяется вариационный прин
цип Лагранжа. I серия внутреннего напряженно-деформированного со
стояния изгибаемых ортотропных пластинок построена в работах [16, 17]. 
Последнее описывается основным итерационным процессом, эквивалеит- 
мым теории Кирхгоффа. В [ 18] построено полное решение типа погранслоя 
для прямоугольных пластин

Донецкий госунносрснтет Поступила 8 VI 1979

Վ. Ա. ԾԱ.1.ԴԻՐՎԱ.Ն

ՏՐԱՆՍՏՐ11ՊՍ.ՅԻՆ ՍԱԼԻՐԻ ԾԱԾԱՆ ՃՇԳՐՏՎԱԾ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ 
ԿԱՌՈՒՑՄԱՆ ՍԻ ՎԱՐԿԱԾԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո ւ|ւ ո ւ մ

Ս աացվհլ են իւնւյրի լուծող ’,ավասարումներր, որոնր բնորոշում են ւիո- 
քսադրային սալի լարված ղեֆպւմ ացված վիճակը լայնական սահքերի և նոր
մալ րքե!իււրմ ացիաների ո։ լարումների Հաշվառումով ։ 1Լյրլ հավասարումների 
հիման վրա կարե/ի Է հաշվի առնել ավելի րարձլ։ կս/րրլի ծռման ԷՏիեկաները, 
րան էյաոական աեиոtթյանում t

Ընդ որում փոխաղրային սալերի ծռման մոտավոր տեսությունների կա
ռուցման խնղիրր մեկնաբանվում է ինչպես այս կամ այլ թվով մ ոտավորու- 
թյունների կառուցման ընթացը համասեռ րռծոէմնեըի տեսության շրջանակ
ներ ում։

ON A VARIANT TO CONSTRUCT A MORE PRECISE 
THEORY FOR TRANSVERSAL ISOTROPIC PLATES

V. A. SHALDYRVAN

S u m m ary

The resolving equations are obtained to describe the strcss-strain 
state of transversal isotropic plates, considiring transversal shear and
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■Donnai strains and stresses, allowing to take into account the bending 
effects of the order higher Ihan that of the classic theory. In this case 
the problem to construct approximate theories for transversal plate 

f bending is treated as a process of obtaining a number of approximations 
within the theory of homogeneous solutions.
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