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ДИНАМИКА ПЬЕЗОКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ ПЛАСТИН

Упругое равновесие тонких анизотропных пластин, которые имеют 
плоскость упругой симметрии, параллельную срединной плоскости, хоро­
шо изучено (1,8. 16. 19].

Теория пластин с общим характером упругой анизотропии рассмот­
рена в работах [3. 20. 22]. В [20, 22| выведены статические уравнения а 
предположениях при которых справедливы кинематические гипотезы 
Кирхгофа. В [3] получены уравнения статики и динамики пластин с об­
щим характером неоднородности и упруго): анизотропии в предположе­
ниях. менее жестких, чем в [20. 22], и указаны некоторые случаи, когда 
гипс-гезы Кирхгофа не имеют места.

Упругое равновесие тонких пьезокристаллических пластин, у которых 
имеется плоскость материальной симметрии, изучено в работах | 5. 7, И— 
13]. Общин случай материальной анизо тропив рассмотрен в работе ( 141.

Общий подход к исследованию линейных задач магнитоупругости для 
проводящих илвстин и оболочек изложен в монографии [2].

Некоторые задачи динамики пьезокристаллических пластин решены 
и работах [9, 10] и пьеэокеремических пластин — в | 17. 18, 211. Обзор 
исследований по этой проблеме сделан в книге [ 15].

В предполагаемой работе асимптотический метод, предложенный а 
работе [6] в обобщенный на пьезоэлектрическую среду | 13, 141. приме­
нен для изучения среднечастотных установившихся колебаний тонких 
пьезокристаллических пластин в трехмерной постановке. 11ри этом под 
средними подразумеваются частоты установившихся колебаний тонкой 
пластины, которые i уменьшением ее толщины стремятся к некоторым по­
стоянным величинам, отличным от нуля.

1. Рассмотрим п декартовой системе координат х„ л«, Ха пьезокристал­
лическую пластин; постоянной толщины 2'1, |х3| Срединная поверх­
ность пластины занимает в плоскости х, 0 конечную область У с грани­
цей I . Материал пластины обладает общей материальной анизотропией.

Уравнения установившихся колебаний рассматриваемой пластины за- 
вншем так [4, 21]:

4- -г '“Чуа = О

24w3 4- М2ул . Ч'м =■ О, Л/,yz -г л Ч<*։ — О

Термодинамические соотношения, связывающие линейной зависимо­
стью упругие и электрические величины, возьмем в виде [4
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'■ АгТ/з+'и.Л Аги

*' 1^яУ1 т ЛА«’Л — А^у2 | Л22։л»4- А&Ь 4- Л’-’-зз 

М1У1 -Г М-3? ֊ Алу2-\ АпУь Т А;<•_><) 4֊ Лц^

՛'■ - Аа2у2 А^уз — пзз^ 4- тм-з։

Здесь звездочкой обозначено транспонирование матрицы.

(1.2)

II Лз А» Ао "Чз «Чз.» А у. — |/м /д.։՛]

А-,3 — I «Ч'։ ^«Э4|< А^ — [ ТП|з «1{ц ГП3<։ Л։» «2։?

Л/։ |^^|!, Л/. -|000<уА1

ах 0 д2 О О I
О д2 дх 0 01

Иг.= ՛ Д>5 А|п ЛЛ1 = Л я 4> А п т15 т2 .՛ 1
Лз А| 1 А։ Ач Ав т11 т 1

(1.3)

•22

'12 >

<А

<4

/п ?
чз /1в "’ч /пя

А.- 7 22 т22
д։- Аб Ав Ав

лиц -'«и «12

пь>2 /п.2е — «12 — «22

Рассмотрим два варианта граничных условий на плоских гранях пла­
стины физическая сущность которых изложена в работе |21],

16 = 0 . <=* , ^ = у.:, е3 = ±1 (1.4)

? = ?> Уз = <? , 4з=<?> ՝з = ± 1 (1*5)

Граничные условия на боковой поверхности пластины пока конкретизиро­
вать не будем.

В равенствах (1.1)—(1.5) введены следующие безразмерные вели­
чины:

х3 = а;։, х2 = а;2, та = Л;3, А = а>., д, — д/д*, 

и. = ла1;1 V = /(>-՝ - агоег

1п - о/0^,

. /«V/где и с компоненты вектора смещения, /,г/е компоненты тен­
зора упругих напряжений, ие՛ ՛ — электрический потенциал, £)?е' ' — 
компоненты вектора электрического смещения, — материаль­

ные постоянные [4]; р - удельная плотность материала пластины;
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и линейный параметр пластины в области 5; ՛ частота установив­
шихся колебаний; /„ и и, постоянные, имеющие размерности упру­
гого напряжения и электрического потенциала соответственно.

2. Материал пластины обладает общей анизотропией. Поэтому при 
малых значениях л представим величину гак:

л՛ .
<2^0 (2.1)

п — О

Нс ограничивая общности, можно предположить. что для функций, ВХО­
ДЯЩИХ в условия (1.4), имеют место равенства

«2 .=_.?)= 2 ;Л+’(<2‘"’. <?*"’) (2-2)
п~0

Чтобы построить непротиворечивый основной итерационный процесс 
[6, 13. 14] для задачи (1.1), (1.2), (1.4), необходимо предположить, что 
асимптотические разложения электроувругих характеристик должны на­
чинаться со следующих степеней л:

1/1» ?» У1 —' «’а» у3, с/5 —X* ՛; ти-Г (2.3)

Для первых двух приближении (/и = 0, 1) этого процесса найдем

У\т) = у<«. О) (:) + А^т -1.0)։ : = £2)

<•) (?) °>

У?> = у^’ о> 4- ч

у(2т-п>= Дй’ (М։*У։'"'0)4- К?(--о>)

у<г։» = Аз1' (м;а21 г МзА^ <»>

«•}-) = «,("». р 1 (1(2.4)-
2

и֊՝:՝» = ֊ у2о-’[<?<г” - ч{՞" ֊ о1." ”)

----- 1 [(•-’„’М.М, - ՛ ,։ 4- ЛМа»'“-’-1”]
3

(6/;-”+ б/՞' ’>) 4--֊-:з( О֊Т •’>)

4- у (1 ֊ Ц) ~ 1֊1'1ЛлуГ-}‘ 0))

с/.Г) - 4 (в<7֊»4- з<?֊>‘) 4- ~ ;я (з(,т“։1 - -1՜ (1 Ф п

4 Известия АН Армянской ССР. Механика, № 2
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) —М.(О‘Г 'ЧсГ ") 4-Ли(а^»'+2.</Г֊'■'՝>)

6
Ф [(М.^ й’А^у^ *> 4 0)]

Система дифференциальных уравнений относительно неизвестных 
функций и с('7։ <|> имеет вид

М.Ай'Мур » + Л/:Г<Р<"'-'») + =

(2.5)

м: ■"') 1
2

Предположим, что для функций, входящих в условия (1.5). при ма­
лых значениях л справедливы представления

(■? , ц. , <? > - V х” •(}՛•>. о'.՞1, ,՛">) (2.6)
/.-и

I огда асимптотические разложения электроунругих характеристик долж­
ны начинаться со следующих степеней >՝.:

2/п У2> '•՝ »а» а. у3 —~33—'• (2-7)

Для первых двух приближении основного итерационного процесса за­
дачи (I I). ( 1.2), ( 1.5) получим

-= у'г 01 С՛) - => (А.Й” ' + лыЙ ՝ '”) 

Л”’= </з՝՛ ' У.Л/., 

<£” = (пм ֊ ДяДя'Д^) 1 А1гА»՝М;у\- ֊ — (А”՝ " уй՜”)

,,(хп1 ,,'.■>1.1 _)_ ”, ,.(>п 1 :
У .• — У 2 •■։ У '2

»>=а „՛ (м; у՝-՛ ՛՛■ ֊ д;։<й”՛ 0;)
у՝,"՝ •»= Ля1 [(М1’л„ + А.’ЛЛ) У՝Г ՝ ЛГ,Ап<1Г 0']

и՛1”' и>(3”- " - (Апу‘” -Т- т ^'Г' 0|)

-у(1-Ц)(Д„{>1—1 *’ 'п.,,М,у[- 1 '») (2.8)
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+ ֊7(1 Ф1-М՞՜1 ” ՛ 1 0 лМ“՜’'")]

" "т №т} 4 <?-') + ֊к ~7 -’) "

£• £•

-?—(1 -;։)[— М.((£" ' -֊<£? ") + 
2 2

+ 9’(Л,т^Г"՝)~՝^А„уГ-՝ ■'< т^՞՜’”) ֊

I - ֊ 4 <> - «>а« (с-^чм, - а.։ л՞-՝- ”+

о

+ (таМ„ + М,Ап)д\^' > + »Мй«#'””]
Разрешающее уравнение основного процесса будет таким:

[М.А^М; (лм+ А^Ай՝А\:) ; ‘25] °> =

,>-Р2<2?|/|’я-։- м| -Г (2-9)

■ (лзз А12<4з»3^з։) 1Л^Аз|’/з2 (■?+' ")|

В соотношениях (2.4), (2.5), (2.8), (2.9) величины с индексом 
равны нулю при гп < 0.

Из разрешающих уравнении основного итерационного процесса (2.5) 
и (2.9) видно, что среднечастотиа.я динамика определяется установивши­
мися колебаниями, параллельными плоскости 8՝ пластины.

Вспомогательные итерационные процессы [6] для рассматриваемых 
граничных задач при предположении (2.1) совпадают по виду с аналоги՛։- 



ними процессам и статики исследуемых пластин и поэтому характеризуют 
их электроупругое состояние типа пограничного слоя.

3. Рассмотрим свободные колебания тонкой пластины яв­
ляющемся У—срезом кварца [4]. Предположим. что на плоских гранях 
пластины выполняются однородные условия ( 1.4)

*ij~ti <6 t։j ’*• ;з ■ (3.1)

а на боковом поверхности задан один ил вариантов условий свободного 
опирания [6] и такие электрические условия:

и» и»։ =» ’п = </, = 0. — 0, 1
(3.2)

«•։ w4 -- т12 =j о л 0, :: -֊ 0. С . • = —
Л

Исходя ни соотношении (2.4) и (2.5) для начального приближения 
будем иметь

и»՝/" и cos A։։:t sin А։.:.3, tplj" — ;3sin X*։:։ cos

<p(0> = **,со$ A։:։ sin A3;., X, -■ m’, k. ar.՝.

<’ = — 4 в»Л» bumu» A։;։ r (u,.'։j - а3Л4 -f- A„mu) X2:0 4֊

4 (Ajj/j, 4- — г:։ти) А’։\։] sin A։;։ sin A-..-.

(«jjAj'i ~ ' 6j 3) sin Xjij si и A'u*.«

’g‘ = - 4֊ a-As:3 ■ 6։.A։-,j)sin ^?։ sin Xy9 (3.3)

= (A:՝;x A-j՝,;)cosA։:։cos AJ.

d\"՛ ֊ ^(6jjA'։ - б,֊' - — r:.A'։73) sin A’JX sin Ay3

d'՝' = rjMjA*^. cos А։:։ cos A*;r.j, “•? = -23 — dj. 0

•V՜----- --  (1 — '5) ։-^o [(вц^та ~ ar/±3 ~ 1 ՛ J:22^2.i 4

i 6։3mu) A-37- 4- (6։j/„ 612Га — cnm13) Ау;л] sin A-։’.։ sin As?2

Здесь

, — U* ««Ai — (сл -r 'A J) A'?

Ъ ~ (<։»։ + °r' ֊ 6n6KлГ’А-Ь AjA-.

Ъ 0иАп»4 6։гА«7,)ДГ։, Д։ = cnX; 4- с^к]

«11 “ '• aTZ - 4 mn) ^2 1

a։J - -- lunu±։Л a« Zwv’ (3.4)

— ^гтП1н^2 • ^is — ЛтП7н^2
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Сц — (^иА'2 А?) ^2 • ^22 ~

\ = (АЛе "л 1 А-<пп, /ц — 101՜ к лг. г», — 10" Ь

Дисперсионное уравнение для исследуемой пластины имеет вид

^0՜ (аИ^1 4՜ «22 ^2 4- (&! 4 А'՜-) 4- ( г 6։2А'?) Д։ '/4) ~՜» 4՜

’ !(«и 4՜ 6»пД1 ։Ац)&? -г ЯщЛг] 'аов^4 4՜ (сг^ 4՜ А։2Д; А'։)

(а։2 4՜ авб + ^и6։Л։ 'к*) ‘ к1к] - 0 (3.5)

С учетом и без учета связанности упругого и электрического полей оно за­
пишется соответственно гак:

‘4-(0.1266 т2 0.1520 гЛ'-)г.-'25֊

4֊ [(0.0767 гп -| 0.0499 п-Ч-) (0.0499 пг 4 0.1021 п֊’г-)

- 0.0036 т2л2£2] = 0 ' (3.6)

25 ֊ (0.1299 т- 0.1553п22’)г- 2(; -

֊1 [(0.С800 пг -г 0.0499 л4-) (0.0499 пг | 0.1054 л֊42) -

0.0036 т2п2?.8] г.։ 0

Из соотношении (3.6) следует, что наличие связанности вышеназванных 
полей ведет к уменьшению (до 2% для различных значений г) величин 

|| собственных частот свободных колебании рассматриваемой пластины.
Автор считает приятным долгом выразить благодарность члену-кор­

респонденту АН УССР А. С. Космодамяаискому за неоднократные полез­
ные обсуждения результатов исследований, изложенных в предлагаемой 
работе.

Институт математики
л/йсхжиикн АН УССР Поступила 3 V 1979

•I.. Ն. ԼՈԺԿԻՆ

ՊՑԵԱՈԿՐԻՍՏԱԼԱՅԻՆ ՍԱԼԵՐ!’ ԴԻՆԱՄԻԿԱՆ

II. մ փ п փ п ։ 11'

Հաստատուն Հաստությամբ բարակ ւղ յ հ դ ո կրիս տ ա րս յ /ւն ւ/սւ[երի կայէս- 
նւսէրէաֆ տատանոէմնԼրի հտմսւր կսրսյարվեւ Լ ասխէ»րոոսէական վևրրռծէէւ- 
թյուն է

(հ սւսմնասիբվէդ Ւ, նյ էէլթական անիր/ ոարոււյիայ/ւ րնւ/ Հսւն ուր դես^բ։
Հաստ ատվեք Լ, ոյւ մքտին հտճտքսական/ււթյւսն գինամ թկան էէրււշվոս! I, 

սս/^՚ր միշին Հարթէէւթ/անր էրսւյա •եո կայէէէնաթված տատանումներով (՚,/՚~ 
մ ե ար ի կ տ ա ա ա ն ում ն հր ով ) է

Օրպես օրինակ ուււումնասիրվս/ են բարակ ուղղանկյունաձև սալերի սի­
մետրիկ աղատ տատանումն երբ:
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DYNAMICS OF PIEZOCRYSTAL PLATES

V. N. LOZKIN

S u m m a г y

An asymptotic analysis of stabilized oscillations of a thin piezo­
crystal plate for moderate frequencies is presented.
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