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АСИМПТОТИКИ РЕШЕНИИ НЕКОТОРЫХ ПРОСТРАНСТВЕН- 
НИХ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧ С ПРОСКАЛЬЗЫВАНИЕМ

И СЦЕПЛЕНИЕМ ОКОЛО ЛИНИИ РАЗДЕЛА 
ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ

В работе рассматривается поведение решений пространственных кон՜ 
тахтных задач статики и стационарного качения с трением при подходе 

•X линиям раздела граничных условий. Принимается весьма общий закон 
трения, при котором на площадке контакта могут реализоваться области 
Проскальзывания, где направление силы трения совпадает с направле­
нием скорости проскальзывания (относительного касательного смещения), 
а иелцчниа силы трения есть заданная функция давления и величины про­
скальзывания (относительного касательного смещения) в данной точке, 
а также области сцепления, где величина силы трения не превышает зна­
чения заданной функции давления в данной точке.

Зависимость величины силы трения и коэффициента трения от давле­
ния и скорости проскальзывания имеет место на практике. Характер этой 
зависимости может быть совершенно различным для различных материа­
лов контактирующих тел и условий контакта. Многочисленные экспери­
ментальные кривые, описывающие эту зависимость, приводятся п [ I].

В данной работе определяются асимптотики касательных напряжений, 
скоростей проскальзывания (относительных касательных смещении) н за­
дачах качения (статики) при стремлении рассматриваемой точки к гра­
нице площадки контакта и границе раздела областей проскальзывания и 
сцепления.

При нахождении асимптотик предполагается, что в окрестности ли­
ний раздела граничных условий, то есть при малом локальном проскаль­
зывании или давлении, зависимость величины силы трения может быть 
аппроксимирована степенной функцией величины проскальзывания или 
давления. Используемый здесь метод позволяет найти асимптотики при 
степенях зависимости силы трения от величины проскальзывания, боль­
ших единицы. Такие степенные зависимости хорошо аппроксимируют, на­
пример, экспериментальные кривые в |2|. отвечающие граничному тре­
нию .металлических тел.

Задачи нахождения асимптотик после соответствующего растяжения 
крестности рассматриваемой точки сводятся к определению двух голо­

морфных функций, соответствующих плоскому и антнплоскому полям на­
пряжений и смещений в рассматриваемой окрестности. Коллинеарность и 
области проскальзывания силы трения вектору проскальзывания (отно- 
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ситсльного касательного смешения) накладывает нелинейное условие, свя­
зывающее между собой граничные -качения искомых функций. заданные 
на действительной осн. В окрестности линии раздела площадки контакта 
и области сцепления граничные значения искомых функций связаны не­
равенством. которое вытекает из ограничения на величин) силы трения п 
этой области. Указанные условия не позволяют разбить граничные усло­
вия для искомых функций на две независимые группы, относящиеся к 
каждой из этих функции, как это имеет место о некоторых задачах без 
трения.

При определении .։■ кмпто»нк выбирас сн класс, котором) принадле­
жит решение полно»« (не асимптотической) задачи. В этом классе ему 
принадлежат все известные точные решении плоских и пространственных 
задач с сухим трением - вектор проскальзывания непрерывен при под­
ходе к границе площадки контакта, а вектор касагельньсх напряжении не­
прерывен при переходе через границу раздела областей проскальзывания 
и сцепления. Из указанных условии непрерывности вытекают линейные 
смешанные условия для каждой из искомых функций. Решения этих сме­
шанных задач содержат неопределенные постоянные. Их выбором удает­
ся удоилстпорить нелинейным условиям коллинеарности и условиям ти­
па неравенства в области контакта.

При решении используется независимость нормальных смещений и 
давления от касательных напряжений, что справедливо п схучас одинако­
вых упругих постоянных контактирующих тел. либо при контакте абсо­
лютно жесткого тела с несжимаемым, либо при контакте двух несжимае­
мых тел.

Найденные асимптотики касательных напряжений имею» вид: в об­
ласти сцепления в окрестности раздела площадки кон так а * = 0(1) 1

1 Г*+ 0(г в области проскальзывания в окрестности границы площадки 
контакта “ = О {г *). Показатель а определяется зависимостью величи­
ны сил։»։ трения от давления в точках площадки контакта. Для скоростей 
про< :ан!»я (относительных касательных смещении) полхчеиы вы­
ражения: в области проскальзывания в окрестности линии раздела пло­
щадки контакта $— О (г՜*) (-5՜= О(г՝՜)), и области проскальзывания 

в окрестности границы площадки контакта 

(5 = 0(1) О(г" )).

- 0(1) О(г’;)с1г֊^- 
л-

Задачи типа изучаемых о настоящей работе рассматривались в | 4, 5 |. 
В [4] решена асимптотическая задача, близкая к одной и. изучаемых и 
настоящей работе задач, где рассматривается асимптотика решения в 
окрестности раздела площадки контакта для статического случая. В [5] 
решена задача с граничными условиями, заданными на конечном интерва­
ле. которые совпадают с возникающими и настоящей работе при рассмот­
рении асимптотики н окрестности границы площадки контакта к случае 
качения при кулоновском законе трения.

Настоящая работа использует метод |4|.
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Отметим, что в [6] рассматривалась плоская контактная задача каче­
ния с учетом зависимости локального коэффициента трения от местной 
скорости проскальзывания. Эта зависимость принималась линейной; на 
всем участке контакта, кроме передней точки, задавались условия про­
скальзывания.

1 Сформулируем условия на площадке контакта двух упругих тел 
при наличии трения. Предлагаемые в настоящей работе условия трения в 
контакте представляют собой обобщение условий, сформулированных для 
задач качения и статики 8 171 при постоянном коэффициенте трения, на 
случай зависимости коэффициента трения от давления и скорости про- 

ускальзывания.
Пусть в системе координат Л ) 2 рассматриваемые тела могуч быть 

аппроксимированы полупространствами 2 >• 0 и 2 <7 0. Условия в плоско­
сти 2=0 имеют вид

5
’ = Р (р> 151) ;— ПРИ I6 10 иа £

1' 4 ? 1р. 0) при 16՛ | 0 на Е 

| т | = О вне Е

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Здесь ~У2) —вектор касательного напряжения, }> — давле­
ние. Е— площадка контакта. 5 вектор скорости проскальзывания (ка­
сательного смещения) верхнего тела относительно нижнего ври качении 
(чч статике).

Области проскальзывания и сцепления определяются условиями 
5 12>.О и |$| —О соответственно. Условие (1.1) определяет величину си­
лы грення в точках области проскальзывания как функцию величины про- 
скаль. ывания и давления. Направления сил трения и скорости проскаль­
зывания совпадают. Условие (1.2) определяет ограничение на величину 
силы трения в области сцепления. Условие ( 1.3) означает, что вне пло­
щадки контакта касательные напряжения отсутствуют. Для 5 имеют место 
выражения [7]

и и V

у /'ди ' </ц ' \
<>х /

при статическом контакте

при стационарном качении 
н направлении X

(1.4)

Здесь М~ —упругие касательные смещения контактирующих уел; 
V — скорость качения. V - вектор скорости жесткого проскальзыкания 
(֊мешения) в случае качения (статики), предполагаемый заданным.

2 . Найдем асимптотику решения задачи ( 1.1 —1.4) при подходе к точ­
ке расположенной виу грн площадки контакта г. лежащем па границе, 
которая разделяет области проскальзывания и сцепления. Введем систе­
му координат х, р, 2 с началом в точке Р направив оси л и р по касатель­
ной п нормали к границе раздела. Рассмотрим малую окрестность

X- С ^Е՜, х~ <‘-\Е֊ точки Р, принадлежащую полупространству
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7. < 0. Здесь /. — характерный линейный размер площадки контакта; 
Ч 1; £1; < 1. Отнесем у и 7 к гхК, х к г.,/.. В дальней­
шем для новых переменных сохраним прежние обозначения. В урав­
нениях Ламе, справедливых в рассматриваемой окрестности и запи­
санных в новых переменных, совершим предельный переход ч • 0, 
е.. — 0, ^/г., -0 [4]. Для полученных предельных уравнений будут 
справедливы известные комплексные представления |8|. Распростра­
нив, следуя [8], функцию <1'(г> (г у ։7), определенную при 7 0, 
на верхнюю полуплоскость, получим следующие выражения для зна­
чений на оси у напряжений и смещений точек нижнего тела

2*(—-]-/—^7-Ф Ф” (2.1)
3 \оу (>у)

Ке/, Г\^^Г (2.2)

Ограничимся в дальнейшем случаем одинаковых материалов контак- 
тиоующих тел. Тогда полную контактную задачу можно расщепить на 
две, решаемые последовательно ;7]. В первой — при " = 0, и а 
определяются давление и площадка контакта, во второй ври — 0, 
и - и и функции р, строящейся по давлению из первой задачи, на­
ходятся "и $. Нас будет интересовать асимптотика решения последней за­
дач)։, для которой имеют место нелинейные условия ( I 1—1.4).

Считая, что ось у направлена внутрь области сцепления, запишем 
условия при у 0. Введем угод у между направлениями X и у и восполь­
зуемся равенствами и — и = и ‘, и» =«> — ֊ и/ . Тогда условие 
|$ 0, имеющее место в области сцепления (при у > 0), может быть
с учетом (1.4) записано в виде

1 , 
= V?; • соь • - И,. те - (г>4. хш у — сох ;) — 7. - в

статике
(2.3)

Он 1 / , . ч ։• 1 , ч гл7Г = = и։-пРи

качении.

Здесь мы считаем, что нормаль у к границе раздела нс перпендику­
лярна направлению качения X.

Будем считать решение полной (не асимптотической) задачи таковым, 
что вектор т непрерывен п точках линии раздела площадки контакта и 
при у<0 (в области проскальзывания) удовлетворяет условию Гёльде- 
ра с показателем, большим 1/2. Существование решения из указанного 
класса в общей пространственной задаче пока не установлено, однако в 
решениях плоских задач при кулоновском трении статики |9| и качения 
[ 10] указанное свойство выполнено.
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в 19. 10] касательные напряжения непрерывно дифференцируемы в 
1ках окрестности линии раздела площадки, принадлежащих обхасти

:.1льзываиия.
Обозначим через С и Су предельные значения ?։ - и в точ­

ке Р. Тогда нелинейные смешанные граничные условия для опреде­
ления и случае качения голоморфной пне оси у функции /(?) и го­
ломорфной в нижней полуплоскости функции Ф(г) имеют вид

Ие/ - И. при у О

|т/'=---- — при и <С О

(2.4)

(2.5)

Ке (Ф՜ — Ф‘) 0 при всех У (2.6)

_||П (Ф։ - Ф-) = с; и ри у <о (2.7)

Кс(/Ф 1 Ф*) ֊ 2р И։ при у > о (2.8)

« (Не/' К) А/

= |(Ие/'- И:)= у-Ие(7.Ф՜ 4- Ф г при у < 0 (2-9)

(Ф — Ф )/р — — Ке(ХФ • Ф 
2?

)֊ н .1/ при У 0 (2.10)

։4-Цт|Ф’ —Ф )р при У >0 (2.11)

Условия (2.5) и (2.7) вытекают из задания в области проскальзы­
вания главных членов Сх и С напряжений и наличия связей (2.1). (2.2) 
с напряжениями граничных значений *1’ и Условия (2.4). (2.8) следу- 
ют из задания ь области сцепления производных от упругих касательных 
смещении и их связен (2.1), (2.2) с функциями Ф я /. Условие (2.6) есть 
следствие равенства -2/ = 0. Условия (2.9) и (2.10) следуют из условия 
коллинеарности (1.1) при подстановке в него * и 5, выраженных, в силу 
(1.4), (2.1) и (2.2), через Ф н /՛. Условие (2.11) есть следствие (1.2) при 
подстановке в последнее “ через ‘1’ и /.

-Решение задачи (2.4) — (2.11) будем строить следующим образом. 
Сначала из линейных смешанных условии (2.4), (2.5) и (2.6), (2.7), 
(2.8) методом [8] находятся главные при 2 — 0 части функций /Ч*) и 
Ф(‘). Далее показывается, что соответствующим выбором постоянных в 
выражениях для I и Ф можно удовлетворить нелинейным условиям (2.9). 
(2 10). Зваки этих постоянных таковы. >гго удовлетворяется также и пс- 
рамнетпо (2.11)

Главная часть при < ~~ 0 общего решения задачи (2.4), (2.5) среди 
| ограниченных при ’ 0 функций может быть записана в виде



Здесь С — произвольная действительная постоянная. Главная часть об­
щего решения задачи (2.6) (2.8) имеет вид

֊2> -О' / _ C*i K\—z при Z>0
Х-ь 1 2

i C*i ֊֊ А'| ~ при Z<0
Z-H 2

(2.13)

Здесь С и Л—произвольные действительные постоянные. Пользуясь 
выражениями (2 12). (2.13) и связями (1.4). (2.1). (2.2) напряжений и 
проскальзываний с ‘1’ и получаем

х ()и> ___ $, Он (՛/ 1) Л՜ ___
2# у- ֊ъг~> -у <2-»>

при ֊у \ О

’кг ՝ С» — «С | у ; -у;У = Су — '2 К Г у при у > 0 (2.15)

Ограничимся функциями р(р. | $ I), разложение которых по р и | •$ I 
В окрестности точки Р имеет вид

/н/л |^|)=-р(р(Р), о)4֊с/У'-1Л-а|5|։+3
где 6 >• 0. |5 >• 0. I огда для гладкой функции давления, пользуясь вы­
ражениями (2.14) для <л.։ \71 будем иметь

?(Л |5|) ?(/>(Р), 0) + о(\у Г -՛) (2.16)

Проверяя условия (2.9), (2.10). можно убедиться, что они выполня­
ются. в силу (2.16). с точностью до величин о(|у| )> если 
на постоянные в выражениях (2.14), (2.15) наложить условия 
Л ?.<՝-СС. (/. — 1) С\; sign С sign С'.,. Отметим, что постоянные С\ 
и как предельные значения -д7 и в точке Р области проскаль­
зывания удовлетворяют равенству Сл- Ч С^ = 'Р(Р(р), 0). Так как 
знаки С и Сх совпадают, то совпадают знаки А՜ и С... Тогда

-^ = (С. у )•- (С, 2А|<у)=<г/(Р(р), 0)=-- 

Н1)֊го(1!/|12)

Таким образом, неравенство (2.11) с точностью до о (| I/|'“) выполне­
но. Отметим, что выражения (2.14), (2.15) найдены но первым членам 
разложения 'л2 и при I/0. Однако класс, которому по предпо­
ложению принадлежит решение, таков, что следующие члены в разло­
жении ~хУ, •: 2 имеют порядок нс ниже о(\у|1'’). Эти добавки дают 
приращения в (2.14), (2.15) более высокого порядка, чем выписанные 
члены.
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Выпишем теперь граничные условия для функции / и Ф, отвечающие 
пиеской задаче

Не/' 0 при у О (2.17)

(2.18)|т /' -- -------- при у О

]т/

Ие(Ф~-Ф+) -0 

,)т (Ф+ ф")=С

Ие(ХФ՜ 4-Ф ) = 0

для всех У
<0

>0

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

при

ври

при

У<

У <

/? (Ке/ И։);^
у

о

2.1,2
Л = (Ие/- И)2 н

у• , *

1<е (ХФ Ф4)^ 1
1

]т/'/р = Ке(/‘1 
2р .!

0
։•’></= •V при у <0 (2.23)

(]т/')‘ []т(Ф՜ —Ф")]: <</= при у >- 0 (2.24)

Система (2.17) (2.24) близка к системе (2.4)—(2.11). Отличие их 
состоит в том. что п правых частях условий (2.17), (2.21) в области сцеп­
ления стоят нули, которые возникают яри дифференцировании по у пер­
вой пары условий (2.3). Криме того, в правых частях (2.22) и (2.25) сме­
щения и и Ф выражены через их производные по у. 1)ределы интегриро­
вания выбраны таким образом, чтобы ц точке 7՜1 (при у = 0). принадле­
жащей области сцепления, выполнялись равенства <.,(Р) — ՝•’.,(/?) =0.

Решение системы (2.17) -(2.24) строится в тон же последовательно­
сти, что и (2.4)—(2.1 I) и имеет вид

/(*) = -1-^
I1

2 /-• / \3.'2X —С(— г)

с-^(- г)’՛2 г ,ос
С~(- г)։* /<0сх

Д- = ֊ТС<՜^2; = »ри я>° <2/26)I V О V л-
3. Найдем теперь асимптотики решений задач качения и статики при 

стремлении рассматриваемой точки к границе площадки контакта изнутри

4 Известия АН Армянской ССР. Механика, I
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области проскальзывания. Введем систему координат х, у. 2 с началом в 
точке Р границы площадки контакта, направив осн х и у вдоль касательной 
и внешней нормали к границе. Аналогично предыдущему сделаем растя­
жение рассматриваемой окрестности и воспользуемся представлениями 
(2.1). (2.2). Будем искать асимптотики решении, в которых вектор про­
скальзывания л непрерывен вплоть до границы площадки контакта. В об­
щем случае не имеется доказательств принадлежности решения указанно­
му классу. Однако при кулоновском законе трения в плоском случае [9. 
10] функция 5у(\г отсутствует) удовлетворяет выставленному требо­
ванию. В пространственном случае при кулоновском трении в случае пол­
ного проскальзывания функции и также удовлетворяют наложенно­
му условию [ 111.

Функцию [>(р. |х ) в окрестности точки Р будем считать Гёльдеро- 
вой по р <■ показателем а и константой, зависящей от |$|. Тогда будет 
иметь место представление р /V ( 15 | ) р1. Функции, описывающие форму 
контактирующих тел. будем считать гладкими, а давление ограниченным. 

1 от да в точке Р характер поведения давления такой же. как в соответ­
ствующей плоской задаче. I ак как давление может определяться при

— имеем р --г ( — у)' ВД. В силу указанных представле­
ний для Р, р и непрерывности $, условия (1.1) и (1.3) и окрестности 
точки Р приобретают вид

•л7՜-" \vz=:0 ПРИ (3.1)

‘xZ -= Сл ( — yŸ ; у}' нри у <0
Здесь С, Л/(а.» aÿ) ва./£, Су — N(at, а9) *av L, L — («; ; а*,
а— предельные значения проекций вектора проскальзывания.

Ограничимся < \учаем О <С et <С 2, когда напряжения в точке Р огра­
ничены, а их производные имеют особенность при у = 0. В рассматривае­
мом случае мы имеем возможность по условиям (3.1), (3.2) определить 
функции /'(<) и Ф(г). а затем по этим функциям найти и s.7. Для не­
прерывных функций и S.. нелинейные условия коллинеарности будут 
автоматически выполнены в силу выбора постоянных Сх и Су в (3.2).

Граничные условия для /' и Ф (одинаковые и для качения, и для ста­
тики), вытекающие из (3.1). (3.2), имеют вид

1т/'=С.,(- </),я, 1т (Ф+ Ф') = С,( </)”’. 1<е(Ф+ Ф) =0(3.3) 
при у <..0

1т/՜ 1т (Ф — Ф ՛) = Ре (Ф — <1’ ) = 0 при у^>0 (3.4) 

Главные части при х - 0 сруикпий ' (<) и Ф (.<?)• дающих решение задачи 
(3.3). (3.4). представляются в виде

/'(г) —֊֊г’'2; С*
sin —

2
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ф (.) = -----------i£z----------(_ ։)’’+ с
COS -Я — 1 4- l sin "3

[десь С и С**--произвольные действительные постоянные.
Выражения для проекций вектора проскальзывания в случае качения 

исют вид

С, «-j (Z 4-l)Ctf .j л /о
1е «,-։--------77՜ У • ----------- Z------У п₽и У (3։5'

sin —— 4՛։ sin — i
2 2

(z 4- l)clg-~ Cv 
etg-y-C(—sy-a,4 -----------47------------( z,r’(3.6)

при r/<0

В случае статического контакта выражения для 
Ждлъзывания записываются следующим образом:

проекций вектора

2С.

(а 4- 2) sin —

-Е+Р-Рл (3.7)

2p(4-f-2)sin֊-

При ц >О

ТТ'7 Т* 3
2С<с1$г— (/-? 1) С\с^ —

I ‘Г °'+ (> -г 2) ( - У)' ՛ '■ - “> 2,4^2) -*>՝ 2 (3'8)
при у < О

4. Случаи стремления точки к границе площадки контакта изнутри 
области сцепления в настоящей работе не рассматривается, так как он 
сводится к двум независимым плоским задачам для проекций на оси л и у.

Полученные в точках окрестности границы площадки контакта, при­
надлежащих области проскальзывания, асимптотики (3.2). (3.5)—(3.8) 
имеют степенной характер, одинаковый для проекций на оси х и у функ­
ций к и т. Показатель степени а зависит от вида функции р, входящей в 
формулировку закона трения. Производные функции >4 и 5, (первые— в 
случае качения и вторые— в случае статики), когда а =й I, имеют особен­
ности при подходе к точке границы площадки контакта и для у = 4՜ 0, и 
дли у = —0. В случае кулоновского закона трения (а ֊ I) асимптотики 
приобретают корневой характер, причем особенности в производных •’4 и 
Я при у < 0 (внутри площадки контакта) пропадают. Асимптотика гоч- 
ного решения (5| задачи о качении бесконечного цилиндра с осевым сдви­
гом при кулоновском трении совпадает с полученной в настоящей работе 
при Я I Асимптотики проскальзывания и напряжения в точных реше­
ниях [10] и |9] о качении и сдвиге при кулоновском трении бесконечного 
цилиндра перпендикулярно его образующей совпадают с асимптотиками, 
длнаг.мымн (3.2), (3.5) (3.8) при а 1
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Асимптотики (2.14). (2.15). (2.25), (2.26). полученные в точках 
окрестности линии раздела областей проскальзывания и сцепления, име­
ют одинаковый (корневой) характер для проекций искомых характеристик 
на оси л и у. Корневой характер асимптотик имеет место при указанных 
выше требованиях на зависимость (> от | 51. Асимптотики точных реше­
ний [9, 10] в окрестности точек раздела участков проскальзывания и 
сцепления совпадают с найденными выражениями для и в настоя­
щей работе.

Автор признателен Р. В. Гольдштейну за постановку задачи опреде­
ления асимптотик решений пространственных контактных задач с тре­
нием. полезные обсуждения и советы в процессе работы.

Всесоюзны։! научно-исследовательским 
конструкторско-технологическим 

институт подшипниковой
промышленности Поступила 23 IV 1979

Ա. Ա. 11Պ(։ԿՏՈ1'

ՍԱՐԱՅԻՆ Պ1Ա11՜ԱՆՆհՐ1՛ ՈՍՊԱՆՄԱՆ Till’ IHIS 11ԱՀ111«։րււ«1. 
Խ1. ՃԱ1»Ա»|8111’1) ՈՎ Ս՛Ի ՔԱՆԻ ՏԱՐԱՍԱԿԱՆ >|ՈՆՏԱԿՏԱ61'Ն 

|.»ՆԴհՐՆե<՝1՝ 1.11НГ(1ЫП,Ш‘1‘ ԱՍ 1МГ‘ИЗՈՏ1»ԿՍ.Ն

II. մ փ ո ւ|> ո i մ

Դիտարկվում են կայուն ճոճման ւուււրածական կոնւոակտային խն գ ft րն ե ր 
կոնտակտի մեջ գտնվող մարմինների ՝ււր շփումով միևնույն Նյութերի գևսք- 
րումւ Տեգի ունի շփման սրեն/՛, րստ որի տեղական շփման ուժր կախված Ւ, 
ճնշումից I: ււահե/ու սւեգտկտն արաղւււթյունից (շոշափվող տեղափոխության 
նկատմամբ յւ Որոշվում են շոշափող լարումների և սահման արագություն- 
ների տսիմէւրոոտիկէսներր կոնտակտի մակերեսի սահմանին և այղ մակերեսի 
վրա սահելու ե հարակոման ւոեղամ ասերի բաժանման գծին մուոենւսյու գեւղ- 
UIU մ t

ASYMPTOTIC BEHAVIOUR IN SOLUTIONS TO SOME 
THREE-DIMENSIONAL CONTACT PROBLEMS OF SLIP AND 

ADHESION NEAR THE DIVISION LINES OF
BOUNDARY CONDITIONS

A.A SPECTOR

S u m m a г у

Three-dimensional contact problems of statics and steady rolling 
are considered. The asymptotic behaviour of tangential tractions and 
slip velocities near the boundary of contact area and the division line 
of slip and adhesion areas is investigated.
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