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М А СУМБАТЯН

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ТОНКОГО СЛОЯ В УСЛОВИЯХ 
УСТАНОВИВШЕЙСЯ НЕЛИНЕЙНОЙ ПОЛЗУЧЕСТИ

Рассматривается плоская задача о действии распределенной нагрузки 
на верхнюю грань тонкого сжимаемого слоя, лежащего на жестком осмо- 
лажи:, в условиях установившемся ползучести материала слоя. Стой счи
тается очень тонким, а связь между напряжениями и скоростями дефор
маций выражается степенным законом. Аналогичная задача для случая 
полуплоскости и в предположении несжимаемости материала исследова
лась в работе [ 1 ].

В § 1 приводятся основные уравнения, используемые в дальнейшем. 
В § 2 рассматривается задача о действии нормальной нагрузки на слой. 
Свободно лежащим на жестком основании, а в $ 3 и 4 — соответс: венно 
о действии нормальной и касательной нагрузки на слои, сцепленный с 
жестким основанием.

§ 1. Приведем основные уравнения теории нелинейной ползучести в 
условиях плоской деформации.

Уравнения квазнстатичеокого равновесия

°и,1 1 '12..՛ — 0

^.1 + ^.? = °
(Ы)

Условие сжимаемости материала

(12)

где V — коэффициент Пуассона. Для несжимаемого материала
1V =----
2

Связь между тензорами напряжений и скоростей деформаций выра- 
Жается соотношениями [2]

(1.3)

а 2. и соответственно интенсивность скоростей деформаций и напря
жений:
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= vV1 <Տ» ՜ ՜" ՜ v) -«։ ՜ + ք(1 — v)։« ՜ '2uF + 6տս
I о

(1.5)
3< = -րևւ (Зп - «»H - IU — S 'и - "*3»F -h [(1 - *') 3K — *»uF +

I b

Ha (13)—(1.4) имеем

Խ = “(И — ~
У

։-= ~|(1—»)зя— *3։J (1.6)

s
'։: = ֊3>r

Наконец. закон д\я установившейся нелинейной подзучести прини
маем ո виде степенной зависимости

(m l) (!.7)

Этот закон хорошо описывает деформации ползучести некоторых метал
лов | 1—5]. \ьда |6]. многих полимеров |7| и ряда других материалов.

§ 2. Рассмотрим задачу о действии нормальной нагрузки /'(>,) на 
слой малой толщины А. лежащий без трения на жестком основании 
(фиг. 1). Физическая модель слоя описана в предыдущем параграфе. Ось 

л, совмещена с нижней гранью слоя.
х* _—. . , Граничными условиями задачи

И I <i4*-' будут

___ 111 ill 111_  ո₽“ *==° v= =- °՛ յ՚==° (Չ.ո 
Հ------- —֊  7—. —֊ при X. Л - p<rt), =յ.= 0

фнГ, i. где V (7 = 1, 2) — компоненты век
тора скоростей перемещений.

Производя разложение касательного напряжения gi; в ряд по малым 
значениям х в окрестности точки х Он оставляя для тонкого слоя в 
этом разложении лишь линейные члены, получим

31г₽Аи։)4 Л(х։)дгг

I раничное услопнс пи — 0 при х —() даст Г (•՝֊,) 0. аналогичное усло
вие при х Й определяет функцию / (х,) 0. Таким образом, всюду
и слое

:ւ: Q
Тогда ил уравнении равновесия (1.1)

Зп ֊•’ Л (*։)
3:: /3(^1) - Р ( т։)

(2.2)

<2.31
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Теперь второе из соотношений (1.6) дает с учетом (1.7)

= А ' | (1 — V) р (л-։) — у/։ (х.,)] (2.4)

Поскольку при замене знака у нагрузки /'('>) деформация также долж
на менять знак, то из равенства (2.4) следует, что

Л (х-А 'и - 0 (2.5)

и формула (2.4) с учетом (1.5) приобретает вид

*22 -->1(1-֊ >) (- -----У ' I !> {ху) Г $£П (р)
О *

откуда, интегрируя по л с учетом граничного условия (2.1), получаем
т -1

и:(х։, х?) = А (1 у)(----- ֊-----—) ՝ |р(хх) Гз2п(р) (2.6)

В частности, на верхней грани слоя (при х- - А)
<п -1

т--(х1։ Л) = АЬ (1 V) /-^~Т~|р(х>) Г я?п (р) (2.7)

Последнее выражение показывает, что тонкий слой в условиях уста
новившейся нелинейной ползучести работает на сжатие как нелинейное 
оннклсрово основание. В линейном случае (/« = 1) получается обычное 
нинклсрово основание. При этом, поскольку из (1.7) при М = 1 имеем 

, ' 1 4֊ у
77՜ №—модуль Юнга), то нетрудно видеть, что в этом случае 
с.

коэффициент постели совпадает с известным результатом, полученным по 
линейной теории.

§ 3. Рассмотрим задачу предыдущего параграфа в предположении, 
чго нижняя грань слоя сцеплена с жестким основанием. В этом случае гра
ничные условия примут следующий вид:

при х» 0 г, = 0, -ил = О

ПрИХ2=А 322 = />(*)), 3)2 = 0

Производя так же. как и в предыдущей задаче, разложение касатель
ного напряжения о,, в ряд ио малым значениям х- в окрестности точки 
л՛. - 0 и оставляя для тонкого слоя лишь первые два члена этого разло
жения, получил։

312 =/։ (*1) +/։(*)> *2
С учетом последнего из граничных условии (3.1) эта формула принимает 
ВИД .

=12 -/'(л-,) (Л֊ х2) (3.2)

где/(х.) — первообразная функции — ^(х,).
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'1 еперь решение уравнений равновесия (1.1) дает

’։։ /(*1) 4-$(х2)

322.? “֊ х2)
(3.3)

■откуда после интегрирования последнего выражения по л. с учетом гра
ничного условия для 022 на верхней грани, получаем

*з.4)

Рассуждения, аналогичные проведенным в предыдущем параграфе, 
показывают, что функция £(х.) тождественно равна нулю.

Неизвестная пока функция /(х.) может быть найдена из граничного' 
условия V, 0 при хл = 0. В самом деле, это условие дает ё։։ = 0 при 
хг= 0. что с учетом первой из формул ( 1.6) дает

-у-/*(Х1) + р(*1) =0

Последнее равенство представляет собой дифференциальное уравне! 
для нахождения функции /(х,).

Если толщина слоя гораздо меньше области контакта, то

/<*.)»-— /■'(>-,) (3.6)

Поэтому в уравнении (3.5) можно пренебречь малым членом, содержат 
вторую производную, что определяет функцию / в виде

/(*») = —— р(х։) 
1 — V

С учетом всех вышеприведенных рассуждений компоненты тензора напря
жении приобретают следующий вид:

Зн = , Р «Ь -з8. = р (хг) (3.8)

=12 - ~— Р 'М(Ь —х.,) 
1 — V

Интенсивность касательных напряжений (1.5)

з = 1 ~ 2 - Щи1?1 (3.9)
‘ 1 - V |'3

Последняя формула получена с учетом того, что

:г» -322»

как это следует из равенства (3.8).
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1 сверь второе из соотношении ( 1.6) дает

А ( 1 - 2х V . , ч ,да
= $?п(р)

—— \ 1 — V /
3 ’

откуда после интегрирования по х,- с учетом граничных условий получаем

А / 1 9՝.՛
(х„ л2) = I Р Сч) Г՛ 5£п (р) *е (ЗЛ°>

3 ■’

В частности, на верхней грани слоя

Л /> /1 9« \Л»
у.-(хп й) = ֊-----— ) |р(х։) Гзяп (р) (3.11)

з 2

Таким образом, здесь так же. как и в предыдущей задаче, слой ра
ботает как нелинейное винхлерово основание. 11ри 'И 1 имеем линейное 
винхлерово основание с коэффициентом постели, совпадающим с извест
ным из линейной теории. Интересно отмстить, что для несжимаемого ма- 

/ 1 \теркала | ՛• = ) основание в виде сцепленного с жестким фундаментом

/слоя не является винклсровым. что согласуется с известными результа
тами линейной теории.

§ 4. Здесь рассмотрим задач) предыдущего параграфа в предполо
жении. то на верхнюю грань слоя вместо нормальной нагрузки действует 
касательная т(х,).

Граничные условия запишутся в виде

при х. = 0 у։ = О, V.. = О
(4 1}

при х. А 5л2 = 0, зк- цх։) ՝

Оставляя так же, как и в предыдущих задачах, н разложении '՛, по 
малому параметру х. лишь линейные члены, с учетом последнего гранич
ного условия (4.1) получим

312 =-(*1) /'(х,) (Л —х2) (4.2)

где/(л ) — пока неизвестная функция,
Мит-1рнрование второго уравнения равновесия (1.1) определяет

/ Х2Ч
0.2= — /'(.г։)^А.хг ֊—^ | # (хх)

Из граничного условия <7։в — 0 при х: ֊ >1 находим, что



Таким образом,

Интегрирование первого уравнения равновесия позволяет найти 
а„ =/(*,) Л

Гак же, как и в § 3. функция /(х։) должна быть найдена с использованием; 
.граничного условия с, - 0 при х. О, удовлетворение которому дает

•Отбрасывая н этом уравнении малый по сравнению с первым ял 

— V (•<։)» получаем

/Сч) = —— Ь՜' (х։)
1 — •/

Таким образом,

А֊.'(х։)
1 — ■*

- - -(х,) + , -'֊֊ Л (/, - х։) (х,) т(*,) (4.5)
1 — V

<т։8 = ( А л.,.)(*։) -Г -у----- - о ( -------Т2՜ 4х2 ) " (*։) ' (х1) (А-л;1

Выражения (4.5) показывают, что з։.., зп <■£ з12, поэтому 

1^г1 ֊1'(^1)1

3 еперь третье и второе равенства (1.6) дают

812 '4 НхЛ^П (-)

= Л | ’ (*։) Г" ’ ֊ (хг) I (/, ֊ х2)(1 ֊ '0 ֊ ~ л

(4.6)

(4.7)

Интегрируя последнее выражение по л с учетом граничных условий. пОг 
думаем

V. == А 17(Х1)|-(.г,) | ^|) (1 ֊ ,) ֊ — Ах:]

Пренебрегая в выражении

и։ 2 = 2Цн - г>։> ։
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малым членом и.։получим с учетом первого равенства (4.7)

V, ! = 2г,- 2 А |' (х։) Г $£п(-)

Интегрируя последнее соотношение по х; и пользуясь граничным условием 
$1 — 0 при х; = 0. получаем

и։ (х։, х2) = '2 А ' (х։) Г 5£П (-.) № (4.9)'

В частности, при х2 — Л

гЧ(хр Л) = 2Л/1|т(х։)Г55п(т) (4.10)՛

Таким образом, в при сдвиговых нагрузках тонкий слой работает 
также как нелинейное винклерово основание.

Сделаем несколько замечании к решению рассмотренных выше задач.
1. В работе [ 1| Н. X. Арутюняном был предложен принцип «обобщен
ной суперпозиции», состоящий в том, что «обобщенные перемещения»

(или обобщенные скорости перемещений») с՛1 ( !1 = — I удовлетворяют 
\ т /

принципу линейной суперпозиции. Однако вопрос об оценке погрешности 
этого принципа при решении различных задач нелинейной теории пол
зучести еще недостаточно изучен. Решение трех рассмотренных в данной 
работе задач показывает, что в случае очень тонкого слоя этот принцип 
иыполняется точно. Это следует из того, что для такого слоя «обобщен
ная скорость перемещения» любой точки поверхности слоя есть линейная 
функция напряжения, приложенного в этой же самой точке и не зависит 
от напряжений, приложенных в других точках поверхности слоя.

2. Рассмотренные задачи могут быть исследованы аналогичным ме
тодом и R рамках определяющих уравнений пеустанопившейся нелинейной 
теории ползучести наследственного типа, данной п работах [1. 71.

В заключение автору хотелось бы выразить признательность В. М. 
Александрову за постоянное внимание к работе.
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։г. и. и1)ь։п։цр֊зиъ

։>11:ИП«ьи.84.ио 1И> ’М)Ц51«Ъ 1)114*1’ 11.П1Ги.'1/|Д։1։ПМГ 
pucu.ii г,ьр$|» 211.1Г11.1’ ji.pi> ьч/н-рр.

II. И ф п ф п । (Г

/. 11Ч111 <"!)<[<и<\ п; ,,п,1Р/՛ ’"Ч'Р !"^Г1/ЧЧ.' >/"(-
.91п։1н{п/[ р1Н[нч1{ ."«и/шр, 41441111! ! /ги^/и-

'/*“<> Р^П{ "! '1^'4г/>0 и>иц>(1 ир!1Ьрр рЪ 411^111 пи! /, ш и ш Д Лш -

41



արվում, որ անկախ նրանից, աղղրոմ Լ շերտի վրա նորմա/ fjh 

շոշափող րեո, ինչպես նան անկախ շերտի ներրին եդրի uni րաց մ ան ձևիս, 
շերտն աշխատում Լ ինչպես ոչ ղծային վ ինկ/երյան հիմրէ

TWO-DIMENSIONAL PROBLEM IN THE THEORY OF STEADY 
NON-LINEAR CREEP FOR A THIN LAYER

M. A. SUMBATIAN

S u m rn ary

in the work under consideration there is studied the problem of 
the load acting on a two-dimensional thin layer. The layer is supposed 
to he on a hard foundation. The law of creep is assumed to be descri
bed by a power function.
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