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11ОЛУПЛОСКОСТБ С ПРОИЗВОЛАЮ-ОРИЕНТИРОВАННЫМ  
ЛИНЕЙНЫМ УПРУГИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ

В последнее время иадряженно-дефор.м։»руемос состояние исследова­
но для большого числа геометрических объектов, содержащих дефекты ти­
па греши»։, включений, в том числе 1՛ тонкостенных. В работах [1—31 ре­
шены задачи плоско»: теории упругости для однородной я кусочно- дно- 
родной плоскост»: с тонким упругим включением конечной длины.

В дайной работе предложена методика решения задач для полуплоско­
сти с произвольно расположенным тонкостенным упругим включением. 
С помощью интегрального преобразования Фурье проблема сформулиро­
вана в виде системы интегральных уравнений с сингулярными ядрам.» ти­
па Коши относительно неизвестных скачков напряжении и производных 
от смещений на кромках включения. Соответствующие системы интеграль­
ных уравнении для трещины и абсолютно жесткого включения получены 
как частные случаи. Приводится численный пример.

1. Постановка задачи и выаод интегральных уравнений
Рассмотрим упругую изотропную полуплоскость — ос < \ < х՛ , 

0 у <1-ос. содержа։»» у ю прямолинейное тонкостенное упругое включе­
ние ширины 2'ï. срединная линия которого определяется условиями 
в 0 - 0« (0 СО < я/2). Здесь. для удобства, наряду с декарто­
вой системой координат хор. введена система координат uos, полученная 
из системы хоу поворотом на угол 0„. Предполагается, что внутри полу­
плоскости действует произвольная система сосредоточенных сил. а также 
однородное поле напряжений на бесконечности. Граница L — {(՝■', у)՝ 
— оо <2 X < у — 0} полуплоскости и кромки включения свободны ОТ 
внешних усилий. Требуется определить напряженно-деформируемое со­
стояние в теле, в частности, коэффициенты интенсивности напряжений на 
ropijax S = a. S — b включения.

Предположение о малой толщине включения позволяет моделировать 
его скачком напряжений и производных от смещений в однородной полу­
плоскости на отрезке, совпадающем со срединной линией реального вклю­
чения:

K.U. ь0)- ТО)]-KJs, “0) -/3„(s.-0)|=/։(s) ifn_(s)

[m։(s, 0) т Zv։(s, -1-0)] ֊ 0) 4 /\(s, ֊ O)]-/j(s) (IJ)

(/,($) 0. sT[«. Я j= 1. 2. 3. 4) 

о du dvЗдесь и —---- > v — —
us ■ o$
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В рамках линейной теории упругости исследуемую проблему можно 
рассматривать как наложение двух задач: первой граничной задачи для 
полуплоскости без включения (задача «О») и смешанной граничной зада­
чи для полуплоскости с математическим разрезом вдоль отрезка |«. &] 
при следующих граничных условиях:

0) = <Jx, 0) = 0, -<*<- (1.2)

^„(s, ±0) З„„(х, 0) -5*>n(s, 0)

<„(s, ±0)-з։я(5, ±0)֊3;;(s, 0) (1.3)

u’(s, 0) = wJsr ֊0)֊W;(s, 0)

т.\(з, -r0) t\(s. 0)—t>J(s, 0)

(задача
Отметим, что решение задачи „/* на кромках щели будет иметь те 

Же скачки (л) (/ I. 2, 3, 4), что и изучаемая задача.
В свою очередь, функцию напряжений Ф(\. п) задачи предста- 

ннм в виде

Ф* ($, и) X ФЧ$, п) 4- ф2($, л) (1.4)

гдеФ'($, п) определяет решение для неограниченной плоскости со скачка­
ми I, 2, 3, 4) на соответствующем разрезе (задача «1՛ );
Ф2(х, у)—функция напряжений для сплошной полуплоскости, загружен­
ной вдоль границы /֊ усилиями, которые равны по величине и противопо­
ложны по знаку напряжениям, определяемым на I. функцией Ф (•՝’. и) 
(задача «2»).

При отсутствии объемных сил решение уравнении равновесия для 
двумерного упругого тела сводится к решению бигармоннческоро уравне­
ния [5]

Д..Д2Ф։ - О

общее решение которого с помощью интегрального преобразования Фурье 
представим в форме

XJ
Ф’(։> n) (2*)՜1 i n)exp( /ЗД<Г, (1-5)

— ОО

где

[А (!) -*֊ Л;ДЙ ('.)] ехр (— п'-), п > 0

[А (’) -г л;А։ (С)] ехр (л;), л < 0

4 = | - , /Ь(С) ( .՛' — 1, ‘2, 3. 41 в общем случае комплексные функции, 
определяемые из граничных условий задачи.
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Принимая во внимание, что граничные условия задачи «1» записыва­
ются аналогично (1.1). а компоненты тензора напряжении имеют вид

, , дгФ’з։ =------- . з> = -------з1 =-----------------
с?«- ” апг *” д&дп

с помощью закона Гука получаем алгебраическую систему уравнений для 
определения /1Д,) в виде несобственных интегралов от неизвестных пока 
функций /,(*) 0 1. 2, 3. 4). Интегрируя по - с использованием транс­
формант Фурье 16|. находим

6
=1,(5. л) — (2-)՜՜' \ [<1/^1 («, п) 4֊ т,£2($, «)]/1(0 +

а

[/пг^(5. л) : (х. п)]/а(0 -г ($, л) : £2($, л )]Д (/)/(2А֊,\) 4֊

Ькз(5. «) ЯН*, п)]/,(/)/(2Аг£)| </(

л
3!т(*’ Л) (2Г>՜' П) — Л71^>($, Л)]/, (/)-]-

и

[/Л^։(х, л) —Л7։^(5, л)]/,.(О — ֊̂ (з, п)Л(/)/(2^)-|-

I [£։($. л) + 1>,(.5, л)]/։(/)/(2£’)} <//

Ь
=1,. (*> л) (2՜) ‘ [- "ЬАМ*. п)~ т։^.։(5, п)]/։(/)-4-

[֊«’1(5, л)1 л)]/2(0 1^(5, л)—£,($, л)]/3(0/(2^)-

^(5. п)/|(/).1(2Хг’)!^

"!(«. л) (2՜) ‘ л)/, (/)24-’
<1

4՜ [лМ;< (5» л) 4՜ л։֊?, («, л)|/2(/)2А',1,֊Ь [#։ ($. л) 4֊ '«1^(5, л)]/, (/) — 

: [л7^л(5, л)֊л։։1?։(5, л) 1/4 (/)}<//
6

у1(х, л) (2-) ■ {[л14£а(з, л) — т^|($, л)]/, (02Л} +
••

~ "4^(5. л)/..(/)2^;֊ [Л73а,(х, л)-֊ л)]/,,(0 |-

+ 1^։(5, л) [п?։*2($, л)]/, (/)} <// (1.6)

14



Здесь
____ 2п_ 
(/ ֊

g-(s, n) = n
[(/ ֊sf-H-rF

gt (s.
+ n-

,?4 ($. 2л" (t — s) 
1(/ - s)2 -4- л-‘1-

m.t = (1 • k\jk(}):՝2. mz- -{1 + <4М1)2

m_. = (3 A-'- A'o\''2, mt = (mz — k}lklmJI2

&($> п) -

= (1 -r M.WJ, К (3 - z,j. (8M, -= (5 -| z₽)/(8«?P) 

!‘p֊ #[2(1+*,)] 

3 — 4*, — ։» случае плоской деформации;
(3—у,)/(1 ֊ vj— в случае обобщенного плоского напряженного

состояния;

Ер, •»₽ — модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала матрицы 
(р=1) и включения (/7 = 0) соответственно.

С помощью интегрального представления функции напряжении 
Ф=(х. у)

ОО
ф՜(*,*/) = (2") 1 г С. у) (1.7)

5уЛх՛ : - i ^2^а՜՛ ֊v՛ dt

— ©О

где

?*' (', У) = I /А .(-) 4- \у&: С,)]ехр (֊■ '.у)

Согласно формулам ( 1.2). ( 1.4) имеем

^Ф2 <ЯФ* (ЯФ1 п ,4 <>2Ф։ ~ 01* “• —— ~՜ ./ "
д п ‘ dsdn

<?2Ф-’ с/д'Ф1 0*Ф։\ . « 0<ч ,------ ֊ - (------------------- ) — (2- — 3-) -- -----  на L
0x0у \ Ок՜ дп՜ / о&оп

(г cos 0ft, 3 = s։n %)

Отсюда, учитывая (1.5). (1.7). нетрудно записать систему двух алгебраи­
ческих уравнений для определения неизвестных 7> (^) (/ - 1, 2). Решив 
эту систему и производя несложные выкладки, получим

6
^ (•■*•. У) ■ V ^Sh\x. у, dt

•I 
b 5
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b
=;yU у) (=) ։ v i&H*. y- ‘'JjWdi 

j-iJ •• ••
2 J ’* J **u, (x> y) = &o^x (x, !/)֊- ki -yV(x, y) 

b

v’(:c, */)= (") ‘ v p\ (x, y, dt (1.8)
II

где ‘S'/;(.v. y. i) (i. j 1. 2, 3, 4) — вполне регулярные функции, явные 
выражения которых нс приводятся вследствие некоторой их громоздкости.

Имея функции /г), Ф2(л. у), путем суммирования определяем 
напряженно-деформируемое состояние рассматриваемого тела в любой его 
точке:

=лп (*• ") = 3«я U л) -Ь =L (s, л) + (s, л)

3#„ ") = 't ") + =!« <s» ") + (s, л)

w, (s, n) = и" (s, n) ll\ (s. n) |- ir (s, n)

vf (s, n) = v"(s, n) 4* wj(s, n) 4֊ t/'(s, n) (1.9)

Переходя в (1.9) к пределу, когда л-«֊ 4՜ О, получим следующие вы­
ражения характеристик напряженно-деформируемого состояния на верх­
нем берегу включения

°лп Г 0) = (s) 4-Л (s).2 + /п.Л (s) 4- /4(s). (2£J) 4- (s)

+ 0)=4J*) Л(Л'2- /n.A(s)4-/5(s)/(24)4-A'2(s)

м, (s. 4- 0) = и\ (s) - (s),2 /n?..(s) ?- /Пл/. (s) 2^AU (s>

V, (s. T 0) = t»? (s) 4- /4 (s);2 4- rndy (s) — /ПлЛ (s) 4- 2A(’/C.։(s) (1.10)

Значения для соответствующих величин на нижней кромке включе­
ния определяются из (1.1) и (1.10). В соотношениях (1.10) приняты 
обозначения

ь и
/p(s) (2r)~l Ar(s)«(֊) 1 V \KPJ(S, /)/,(/) dt

>» 1 tr

(p = 1, 2, 3, 4)

A’j;(s, t) /.$, /) 4՜ ^2/(3$, /)cos29(l — 5։,(3$, xs, /)sin 20u

/?2/(s, /) — ^/(^s, as, Z)sin20o | .S\ (,-s, as, /)cos2G0

■Аз; (s, t) = m3Siy (3s, as, t) [Sj, (3$, as, l) cos 260 S3/ (3s, as, t) sin 20J

(s, t) [m35։, (?s, as, t) — mpS^s, as, /)]a —

+ Щ''(2А’’,) 5з; (?s, as. 0 — 54/ (/S, as, /)/2J3
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Подстановка соотношении (1.10) в условия взаимодействия тонко­
стенного упругого включения с матрицей [3| приводит к системе сингу­
лярных интегральных уравнений

С

М*) 4“ >•։>/։(«) 4- '1 |А(О ' ֊ '1.Л4($) = /ч($)
<4

*
^(**) I АЛ («) Т '■> А (/) Л — '-А'.- ($) 4- л2ЛЛЛ, ($) Г2($)

а 
и

4. (։) + М= Ы ч- (՛[>>/։ (9 + ЦА (<)] <Л ֊ 'Л («) Л(з) 

•>
Л^) = - ^Л(5), $£[а, 6] (1.11)

Здесь

/•;(к) = [х.да.-/?(5) ^я(х)]/л,

/■е(ь՝) = Ни К' («) — Змп<$)/1‘о “ св/(2/։)]/Аг

/;\(5) = |.ОпП («) Ь ^/(2А^) ֊ ^/к^лз

,п = л։г = ^/А„ Х„ = 1/Л,

/21 = (- т3 4- 4^,07։)/(4 А..), = 1/А /2з = |^/Л«

Ах = "Ь/Л» -֊- 1/Ля. ^(2ЛЛ։). а- = ֊ 15>/(2ЛЛ.)

л3 ֊ л?/(2и;лз), /4 = - 1/(2Л^Л,), А։ = ֊ пи 4֊ к\т3 
^ = ^֊1/(4^), Аз = 1/(4Ц), ^ = [(Л?)а֊(едМ?

Искомые функции удовлетворяют дополнительным условиям 

ъ
(/)<// = А՛ (} = 1, 2, 3,4) (1.12)

<г

Лх=0, .-V с,֊си, А1=<ь, (1..

Нормальные напряжения Л\ на торцах включения, а также перемеще­
ния с։, </,(•> = «, Ь) нижней трчкн торца включения относительно верх­
ней его точки вычисляются по формулам работы |3].

В случае абсолютно жесткого включения (£.. система (1.11) 
преобразуется к виду

(«) - К-Л$) -44«)

/п։/и(5) — /ли) = — м՛; (х) (1.13)

/з(«)=Ли)^0, $£[а, 61

2 Изассткя АН Армянской ССР, Механика. № I
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Когда же — 0, подучаем систему сингулярных интегральных урав­
нений для трещины в полуплоскости

х'։(з) = =:,($)

ЛА(«) 4- /£.($) =

А(*)=А(*) = 0, з£[а, 6] (1.14)

Уравнения ( 1.14) совпадают с таковыми работы [7].
2. Решение системы сингулярных интегральных уравнении
Решении системы сингулярных интегральных уравнений (1.11) ищем 

в виде

а; 4- у А'„Т,Ы | //Г 1, 2, з, 4) (2.1)

где = ($ *- с) я0, 2а, =- Ь а, 2с - Ь 4֊ а, Т„ (С) полиномы Чебышева 
первого рода. Подставляя (2.1) в условия (1.12) и интегрируя, по­
лучаем

(2.2)

Подстановка ряда (2.1) в систему интегральных уравнений (1.11) и 
обычная процедура метода ортогональных полиномов приводя! к системе 
алгебраических уравнении для определения искомых коэффициентов раз­
ложений

ос 
/•ИЛ1 ։ . У

'1=1

ч,л1+1 у 
л-1

0А - 1. п л) Ап 4- У /7,՝,.՝ йЛп Г к

(«ы.и-^л У Н2п\А*п =Е1

У I ('и6* ՛ " — ?-зЛ< 1, л)/1« (р>+1,я — ՛ |77„ 1 с) .4* V /7п. 1/4/|
п-1 I /1

/Й+1 -ЙЛ|.Ь Л'-О. 1.2,... (2.3)

где <>лп символ Кронекера и

/■1 = в1 ЧВ УН:М 
/ = 5

/•; = 67- • > >Р — У г/,‘■..4о

V’) /7 1 . н

1 О, (:)(/* (01 1- .֊</

А<> = А'/(а^.}
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<2։С) ГДО-Л-‘/.;/(2О11). <м:) - Г2('.)֊ ЛМ(2а0)

<Л(ч) - Гг (') ('зЛ՛՜՛ 4- >4Л’)/(2а0), /7 -= а,^

Вп * = 1;(л՜” А3) 1 Г/г—'(^4-2)’՜]
I 1

яй -?֊[У4С.)1 !=?•[ л./(-)а -•’) 1,։<лл

-1 -1

/п/С. •) - ֊ --)֊'։ЛЛ'-. *0
Лг;(*» -) = —?й2^2/(С; ') -г ,2^л!(', •)

Аз..(^, "I — —/Л2Л11/(1։ *), /7* (С) полиномы Чебышева второго рода: 
(р 1, 2, 3; ; = Г, 2, 3, 4: к, п = О, 1, 2...).

Для примера более подробно рассмотрен случай упругого равновесия 
композита под действием усилии =Л’ Ро՝ Коэффициенты интенсивности 
напряжении > левого торца включения определяются формулами

к.} = Нт [| 2(о — &•) 0). 0)!]
»-.<1-0

Система уравнений (2.3} решалась методом редукции. Контроль сходимо­
сти проводился путем сравнения функция /7(^7 (/ - 1. 4). вычисленных 
при Л = Л/ и Л — 2Л/ соответственно. В рассмотренном примере для до­
стижения точности вычислений н 5% 
оказалось возможным, в зависимо­
сти от относительной жесткости 
включения Е.,.Е}, ограничиться ре­
шением системы уравнений от 15-го 
до 30-го порядка. Вычисления про­
водились при фиксированном рас­
стоянии (I - су — 2п0 центра вклю­
чения от границы полуплоскости.

На графике представлена за­
висимость безразмерных коэффи­
циентов интенсивности напряжений 
к. -- к. | а0) (7—1,2), где д,1 а0 
значение коэффициента интенсив­
ности напряжении для бесконечной 
плоскости с трещиной длины 2а,-,—

Ь - й, от угла наклона включе­
ния Кривые 3 1 соответствуют 
следующим значениям относитель­
ной жесткости £„ £.: 0.01, 0.1, 10.0. 
Результаты, полученные при 
£, Е{ 0.01, 
плоскости с трещиной [4] нс более

Дьвовскяп ордена Ленина
госуниоерснттт нм. 1 1вана Франко

отличаются от соответствующего решения 
, чем на 2—3 %•

для полу-

Поступила 10 I 1979
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Վ. Դ. Գ1'141’8ԿԻ. Ա. Ա. ԵՎՏՈ 1'ՇհՆ‘ւՈ. Դ. S. 11111ՎհՄ

ԿԱՄԱՎՈՐ ՈՒՂՂՎԱԾ ԴՄԱ5ԵՆ Ս.ՈԱՋԴԱԿԱՆ ՆԵՐԴՐԱԿՈՎ 
ԿԵՈԱՀԱՐԹՈԻՄՅՈԻՆՐ

Ո. մ փ ո փ ո • մ

Գծային իհրաիյուններ/էվ մ իջավա յրերի Համար աէէաձղականուիյան ւոհ- 
սաթյան 'արի) խնդիրների րէւծման Համար դարգա ցվոլմ է եղանակ, որր Հիմ- 
նրված ( ինտեդրայ ձևափոխությունների մեթոդի կիրաոմ ան վրա։

Դիտարկվում ի վերդավոր երկարությամ ր բարակ աոաձդակւսն ներդրու­
մով իդոտրոպ կ ի и ա ' ա ր ի ч ւ /I յ էէ ւ.ն ։ ('հրվում Լ ի վ լսէին օրինակ:

SEMI-PLANE WITH LINEAR ELASTIC INCLUSION OF 
ARBITRARY ORIENTATION

D. V. GR1LITSK1. A. A. JEVTUSHENKO, G. T. SULIM

S u in m a г у

An approach to solving the plare-theory-of-élaslicity problems for 
media with linear defects is considered. This approach is based on the 
integral transformation method for bodies with cracks in the case of 
isotropic semi-plane with thin elastic inclusion of finite length.

A numerical example is given.
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