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ОБ ОДНОЙ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УПРУГОГО 
ПОЛУПРОСТРАНСТВА С ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ВЫЕМКОЙ

В работе исследуется осесимметричная деформация упругого изотроп
ного полупространства с вертикальной пол/бесконечном цилиндрическом 
выемкой, когда ч цилиндрическую выемку вдавливается круговой в плане 
штамп, имеющий в осевом сечении 7 -образную форму. На плоской по
верхности полупространства вне штампа заданы нормальные усилия, а ци
линдрическая поверхность вне ш гампа свободна от напряжений. Близкие 
по постановке задачи рассмотрены в работах [ 1, 2. 3]. Более подробный 
обзор работ, посвященных граничным задачам для полупространства с ци
линдрической выемкой можно найти в [1].

При помощи интегральных преобразований Фурье и Вебера-Орра 
решение задачи своди ген к системе парных интегральных уравнения, со
держащих комбинации бесселевых функций и тригонометрическую функ
цию. После преобразований система сводится к кваэивполне регулярным 
системам линейных алгебраических уравнении.

1. Пусть упругое полупространство (< 0) содержит в себе выходя
щую на свою границу (2 = 0) полу бесконечную цилиндрическую выемку по
стоянного радиуса (г= 1). При этом 
ось цилиндрической выемки пер
пендикулярна к граничной плоско
сти полупространства и совпадает 
с осью штампа. В цилиндрическую 
выемку вдавливается круговой в 
плане штамп, имеющий в осевом се
чении /'-образную форму (фиг. 1
На участках контакта (г = 0, Фиг. 1,

(г 1, 0<2<Л) трение
отсутствует. При этом глубина А неизвестна и подлежит определению.

Граничные условия задачи запишутся в виде

<1<''<сс)» >.|г 1 0 (К-’О) (1.1)

5в|, о =?('՛) (г > а), 3,|,...։-֊0 (Л<г< ) (1.2)

».|х-о = С (1-<г а)> |г>1 - ՝Г (г) (0^-'.2< Л) (1.3)

где '1‘(2)— параболическая функция, определяющая форму цилиндриче
ской поверхности /’-образного штампа.
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2. Бигармоническук» функцию Ляпа представим в виде суммы инте
гралов Фурье н Фурье—Вебера

Ли

Ф(г,г) — [у! (?) Н-гЖи)] е՜ г и^(нг) </^-г 
о

«
1-^ [<’(?) £,>(?/•) ?/>»?) гКг (иг)]5։п ?г</? (2.1)

и
(1 < г < со), (0 < г от. )

где — функция Бесселя второго рода от мнимого аргумента, 

ВД=У» г։(?>- гр(?гш?)

_/п (х), У„ (х)—функции Бесселя от действительного аргумента соответ
ственно первого и второго рода Отметим, что имеют место соотношения

9«МН-0. н^) = ֊ — (2-2>
"?

Функции А (р), /3(и). С(ц) и />(?) неизвестны и подлежат определению.
Пользуясь известными формулами, выражающими компоненты напря

жений и перемещении через бнгармоническую функцию Ляпа (2.1), и 
удовлетворяя условиям (1.1), при помощи интегральных преобразований 
Фурье и Вебера Орра функции /1(н) и С(р) выразим через функции 
В(н) и 2>(р):

А (?) = 2*2?(?), А\ (?) С(«) = [2(1 -*1 А\ (?) — нА'о('Л)1 £(н) (2-3) 

Удовлетворение смешанных условии (1.2—1.3) приводит к следующей си
стеме из двух парных интегральных уравнений, содержащих комбинации 
бесселевых функций и тригонометрическую функцию:

00

^ #*(?) 1^',, (?г) </;՛ 

о
(1

гЛ'* (:՛) и7,, (?г) </? — | ?2) (?) 2Лх0(?г) — ?гА; (?г) 
п О

-ь 5՝ у/-1-А*0(?т) «/? —-г(г)=о («<г<эс) 
А)(?)

(2.4>

СО5 ?2</? — СП*)
1 — V

<1

СО О

?Д>* (?) ,<։ (?) 7 (?) сиз рх<2? ՝|
о о

?г) е՜ ՜՜ 1Г(1 (?)</’.՛ О

ос)

(2.5)

4



Здесь

(р) - (;Ч. D' (а) = \i:D(н)

ад - ? 1
А7'(р)

2(1 >)

6—модуль слинга, v—коэффициент Пуассона.
Доопределим первое уравнение п (2.4) на интервале (г '> «) и птсР 

рос—и (2.5) на интервале (0- .2- •՛)

00 СО
j !1/>* (г) К'( (՛.»)/(!•) cos ( рВ* (н )(1 «г)е =

P/i ®

I р(г) (0<z</i)
I 0 ( h < г < =оI

(2.7)

Дифференцируя (2.6) по г, (2.7) ио х и применяя к ним соответствен
но преобразования Вебера—Орра и Фурье, функции В*(р)> и 1)‘(у) вы
разим через новые функции р(’) и 1(г)

ел

в* = 77—Л ч; \ I rf\r}^X'\ Др)(l-v)A(l»)J 1— V

(H) = _ -L±5 ?

J G2~r)2 и
(2.8)

2 1՛ , 4 J .— --- - -------- -----  I D < C > COS ',՝Z(fzrpA։(n) Z(h) J 
0

где

i(!>) T’(H>+;?(!>)

Подставляя значения (2.8) во второе уравнение (2.4) и и первое уравне
ние (2.5), для определения неизвестных функции f'(t) и />(•?) получим 
следующую систему двух интегральных уравнении

J J I ад - A,(59Z(j9'a v

>



A <»
/ 4 t j4,| , 21֊»f / f Af(pr) cos«z</»»— 09 M(rO] -r/p-f------— \p(z)dz -------

о 0

— -——?(/•)- 0 (a<^r<^oo) (2.9)
G

p <,» ji«5^«*՛ ՛"> -
0 ,D u U

_<■
WJz/рн- ՝ru) = о (0<ж<Л) (2.10)

где

M.(M 2A't (pr) — jtrA'j(pr) — p- ft"* K.։(pr) 
a\(j9

Таким образом, решение задачи свелось к решению системы (2.9). 
(2.10). После определения функции р(<) и / (<) все неизвестные будут 
определены.

3. Пользуясь интегральными соотношениями [4j 

оо

(’.‘г) — | [sin (р) — cos У'։ («)]
r՝r J V у г- 

г
ОО ОО

J I У — г- J [ У г"

от функции Г(' ) перейдем к функции

следующим образом:

sin р//j (р)] dt
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после чего применив к уравнению (2.9) оператор

(■ rL(r)dr
,4' r‘-t* 
1

и учитывая интегральное соотношение (4)

ос
Iх ( Г, - COS :՝/ У, (n) — sin \4jx (u)

J I' r‘—t‘
։

для определения неизвестных функций Н(!) и /;(г) получим следующую 
систему интегральных уравнений:

/,
Н(х) ( H(t) Л'и(/, х) dt -Ь | р (/) Kx2(t, х} df i Ф։.(х) (а<х<со)

« —л (ЗЛУ
А 

j р(у)<1у

-л

1 1 - 2 ' _ • Z V .-------  —- -----' s։gn (х у) 4- К2Х (х, у) 
х— у 2

4- \Н(у) К„(х, у) dy Ф2(х) О ( — Л < х< Л) (3.2)
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Здесь введены обозначения

1 — не 4- ц

!1А՜!՜ (и) / (’Л)

>.

^։=(С *) =

А 2։

<х-
1' 81П ПЛ'СОЯ ?/

КМ
КМ

1 — |«-Х — |1 е " СОЯ

НА',(Н/(:О

1
А՜!՜ (?»)

2(1-И» .п ։и
I1

26’
Мн> . -V.—----- ятрхе </}*•

1 ֊- V . * г?(г) вг
ФЛх)

' КМ

о

1
о

1 ֊ V

Заметим, что интегралы Ан(1, х). Л\.(/, х) и Л’.։(С х) сходятся равномер
но по обеим переменным в интервалах их изменяемости и являются беско
нечно дифференцируемыми функциями по обеим переменным. Функция 
Л ,(/. х) имеет суммируемую квадратом производную по обеим перемен
ным в квадрате | — А<1х-<А; —

Кроме того, имеет место также опенка
<» со

/<„ (х, ()\<1х'Л<^

Допустим, что известные функции Ф։(х) и Ф.-(л) заданы таким обра
зом. что Ф (х) является непрерывной функцией от х (—Л<х<А), а ФДх) 
имеет па бесконечности порядок выше 0( I х).

4. Для сведения системы интегральных уравнений (3.1). (3.2) к бес
конечным системам линейных алгебраических уравнений, функции П(х) =

1 1 \ , .= —п I —1 нр(х) представим в виде рядов соответственно по многочле- 
х \ х /

нам Лежандра в Чебышена первого рода

Н{х) =- У а(4п — 1) Уп Р>п 1 (ах) 
л^։

(4.1}
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И*) =
£ у ТМЮ/։
А I л2֊х-։ (4.2)

Подставляя (4.1) н (4.2) в (3.2). получим следующие бесконечные 
системы линейных алгебраических уравнений для определения ней доест* 
ных коэффициентов {.X !՛ п (У.,}

X = у т 'ХтА%. + у + 6’’> (4.3)
гп֊՛։ а։—։

СО <О
Г„ == у У„В™п + у т ՝Х,„А^„ + (4.4)

т ֊—1 т—1

где
1/о Л

Ат\ = -֊֊ Рзя-1 (ах) с/х | | /г — у՝ и֊)т-\ (у к) 

б -л

дО)■Огя. П
1|>1 1/и

Рзл-1 (ал) с/х | [Р2(р1 !.(«(/)— Л>ш(а^)] (ух) ’Л'։։

$ а

В\

1 /
7г ]

-л

X- £7^-։ (х/ А)</х I /г у- и2т-\ (у {Юх 

՛ л

X [Л'?1 (х. у)].ду -
16 Л (1 — 2>) тп

-[14՜ 16 (н՜ — /и2,1“ - 8/п2]
л

-\:7г:2
-/г

и-}п-\(л А) с/х > [Р?«™-!) (ау)
о

<1у
V

\р-о
(ах) Ф, (1/х)х“'‘</х :

/<-п(аг/)1 У

-Л„/> (ах) ,1х С
2 2 х I Л.“ — у՜
о - л

/I
Ь',.՛' ---^֊7^ и֊!.,-} (х/А)| /г—X՜ Фг(х) с/х ;

—л
/«

/г — X- С'2п. I
А
՝ (1 — 2^) ЛА !6 п

-л и I А" — у —Л
(4п2-1)‘-
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Коэффициент Х„ определяется из первого уравнения (2.5)

СО 00
S А..Х.. + V В. Г„

«.— л .V 1

2(iG J 

О
4' (2) dz = О

где

М, „ Y Sin }tA^ dV 
2 .1 pW)

о

l.o

—— i [A(«֊i) (.у) ֊ (//)]<</ X
1 VJ 

о

*1 1 14՝ У I I sin рАе 'z с/а ’
(!_________________________________

J №X.(P)Z(P)
О )у

Учитывая свойства функций Кхх(х, /), Х12(х, /), К..х (х, t) и
Х22(х, /), а также асимптотическое представление [4]

Р„ (cos 0)
(д + 1/2)9֊
______________ 4_

(sin О)1 *

для больших п получаем, что системы (4.3) и (4.4) квазивполне регуляр
ны. Величина зоны контакта 2 ~ 11 определяется из условия ограниченно
сти нормальных напряжении

£^(Л) = о

Равнодействующая контактных напряжений 
рсделяется из условия равновесия штампа

з.|։=л ( I < г < а) оп-

3.- (г՛ v / Р
ordr - 0_

Авторы выражают благодарность проф. Б. Л. Абрамяну за внимание 
к работе.

Институт механики 
АМ Армянском ССР Поступила 30 XI 1979
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Վ. II. ՄԱԿ1Ա4ԱՆ. II մ- «lUHiHUX

ԿԻԱԱԱՆՎեՐՋ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ՓՈՐՎԱԾՔՈՎ ԱՈ-ԱԶԴԱԿԱՆ 
ԿԻՍԱՏԱՐԱԾՈԻԹՅԱՆ ՃԱՄԱՐ ՄԻ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո • մ

Դիտարկվում 1ր կիսաանվերջ էք/անային փորված րսվ աո աձղական fy/ւսա- 
տսւրածության Համար կոն տակտային իէհղիրր, երր փ ո րվ ա ժ ;ւ ft մևք սեղմէ/ ttt մ Լ 
1 ■ ի All ունեցող ղրոշմրւ

*Լերեր՝Օրրի և Ֆուրյեյի ինտեղրաք ձև m ւի и իւ it t թ յ էէէնհ ե ր ի о ղն էէ ։ թ յ ա (/ ր 
խնղրի irttAtutl/t րերվում Լ ղոէյղ ինաեղրտյ Հ ա վ ա и ա րու մնե ր ի Համակարղի 
րււծմանրւ քհրււաէյսր^եյոէք թերիշեի It Լեմ անղրի րաղմ անղա մներր վ հրջինիււ 
րսծոէմր Հանղեցվ ում Լ րվաղի-յիովին ոեղու/յար ղծտյին Հանրահաշվական 
■ ավասարււէմնհրի անվերջ Համ ակարղերի /ւււ^մանրւ

ON THE CONTACT PROBLEM FOR ELASTIC 
SEMI-SPACE WITH SEMI-INFINITE CYLINDRICAL CAVITY

V. S. MAK A RIAN. S. H. PAPOYAN

Summary

The contact problem for elastic semi-space with semi-infinite cy- 
iindic.il cavity is considered, where a punch of T-shape in its axial 
section is pressed in the cavity.

By means of Fourier and Weber-Orre’s transforms the solution of 
the problem is reduced to a system of dual integral equations with 
combinations of Bessel’s functions and a trigonometric function. After 
transformations the system is reduced to quasi-quite regular infinite 
systems of linear algebraic equations.
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