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УСТОЙЧИВОСТЬ ТРЕХСЛОЙНОГО СТЕРЖНЯ ПРИ СЛЕДЯЩЕЙ 
РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ НАГРУЗКЕ

Задача об устойчивости однородного стержня, шарнирно опертого но 
концам и нагруженного равномерно распределенной следящей натре »кой. 
впервые была доставлена Пфлугером в 1950 г. | 11. Начиная с 1962 г. |2|. 
Лайпольц посвятил целую серию работ различным аспектам этой пробле
мы. Лайпольце.м it Маданом получено точное .»качение критической нагруз
ки для консольного стержня, нагруженного рапномерно распре деленной сле
дящей нагрузкой [3]. Сформулирована и доказана теорема о нижней Гра
нице нагрузки выпучивания дхя стержней, нагруженных следящими си
лами |4|. Исследовано расположение кривых собственных колебаний 
стержней при нагружении следящими распределенными силами и соб
ственным несом [5]. Проведен.» классификация систем, нагруженных сле
дящими и мертвыми- силами, и исследована возможность применения ва
риационных методов для решения задач устойчивости (6] и т. д.

Хугсром и Леонардом исследована задача об устойчивости стержня, 
нагруженного следящими распределенными силами и сосредоточенной си
лой. приложенной на конце стержня (7]. В другой работе эти же авторы 
исследовали влияние концевых условий стержня на его устойчивость [8], 
В работе [9] рассмотрены колебания и устойчивость упругой колонны при 
совместном действии равномерно распределенных следящих и вертикаль
ных сил для шести различных граничных условий.

В данной работе рассматривается устойчивость грехслойного кон
сольного упругого стержня, нагруженного равномерно распределенной по 
длине стержня следящей нагрузкой интенсивности Q, Используется теория 
трехслойного стержня Григолюка—Чулкова [10]. Заполнитель трехслой- 
ного стержня — жесткий, длина стержня—L. а высота пакета — h. В силу 
нсконссрватннности задачи для ее решения применяется динамический ме
тод.

Рассмотрим .малые колебания стержня вокруг положения равновесия. 
Для вывода основного уравнения выделим из стержня элемент длиной 
dx (фиг. I) и для него составим уравнения равновесия Проектируя все 
силы на нормаль к изогнутой оси стержня с учетом инерционной < илы. по
лучим

pF ------ ах г --- dx • I N 4-------- dx ------- dx 0
dt' ax \ Ox / dx’ 
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где г—площадь поперечного сечения стержня, р—осреднсниая плот
ность материала стержня [10].

Пренебрегая величинами высшего порядка малости, учитывая, что

и разделяя на </л՞, получим

р^Л + ,(£_Ж.О (1Д>
дг дх дх~

По теории трехслойного стержня Григолюка—Чулкова введем функ
цию перемещения X. определяемую выражением

где р— параметр, характеризующий жесткость заполнителя на сдвиг.

Поперечная сила ф выражается через функцию перемещения следую
щим образом [10]:

дМ _!Мг
Ох V Ох-) 0хл

где I) изгибнея жесткость трехслойного стержня, а ՝՛’ — параметр, ха
рактеризующий собственную изгибную жесткость несущих слоев трехслой
ного стержня.

Подставив выражения П и П в уравнение ( 1.1), получим дифферен
циальное уравнение с переменными коэффициентами в частных производ
ных шестого порядка, описывающее малые поперечные колебания трех
слойного стержня.

/г £2к. рА _ £25
р Ох2) ОС' \ 3 Ох2) дх'

<1.4}
(I К2 д2\д-}

\ 3 Ох2/дх
О

Для решения этого уравнения пользуемся методом разделения .՛ (-ре
менных. представляя функцию X в виде.
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X (лг, /) - /(х)е^

тдех(х) — функция только переменного х.
(О ■= ц/ Д./'’

(1.5)

(1.6)

— комплексная частота колебания трехслойного стержня. нагруженного
распределенной следящей нагрузкой. 

Введем безразмерные параметры

£=—. М = х = —. X (1.7)
?£= I) й £ к

И обозначим дифференцирование но безразмерному л՜ штрихом. Тогда из
уравнения (1.4) вытекает обыкновенное дифференциальное уравнение с

коэффициентами для функции X:меннымиперс

(1 - х) Л"71
К» »•>։ . «>2
_(1-.) + лг X

(1.8)

Рассмотрим два условия на концах стержня:
1. Один конец стержня жестко защемлен (х = 0). а на другом кон

це (> - 1) имеется абсолютно жесткая диафрагма, которая исключает по
йперечны сдвиг в торцевом сечении стержня

II/ - 1^՜ — 7\ 0 при .г = 0

М =■ 0 — в* 0 при х — I

Исходя из выражении Л/. <2 и ау, согласно [ 10], найдем

X՛ X X кХ 0 при х = 0

X = Хт^Х‘ - ։»*Х41У’ = 0 при X- 1

2. Один конец стержня жестко защемлен, а другой свободен.

IV' —- 1₽՜ = 77 0 при х - О

М Ц - 5 0 при X - 1

Здесь 5 — силовой фактор, связанный I. кинематическим фактором 
ау | 101. Отсюда имеем

X — X X кХ = 0 при х = 0
К Х’ = Х"Г = Х՝’■'-»4Х'', = 0 при Х = 1 '1Л0)

Таким образом, задача свелась к краевой задаче на собственные зна
чения (1.8) с условиями (1.9) или (1.10) на концах стержня. Как извест
но [11]. динамический метод исследования устойчивости неконсерватив- 
иых систем сводится к исследованию зависимости частоты колебания си
стемы от величины внешней нагрузки и считается, что система потеряла- 
устойчивость, если она при некотором значении нагрузки К" = К;,, нам и 
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лает совершать колебания с возрастающей амплитудой. Но стержень бу* 
дет колебаться с возрастающей амплитудой, если мнимая часть <и" ком
плексной частоты имеет знак минус. Если внешняя нагрузка не действует 
на стержень, то частота колебания—вещественная величина ((<>" ~ 0) и< 
стержень совершает гармоническое колебание. Частота колебаний останет
ся вещественной и при малых значениях внешней нагрузки 
Следовательно, для определения критическом сиды мы можем ограничить* 
ся лишь вещественными значениями частоты.

Поскольку коэффициенты уравнения (1.8) являются аналитическим)։ 
функциями п любой точке X, то решение этого уравнения можно предста
вить в виде ряда Тейлора

X- V ЛП-лГ (1.11) I

где Л„ — неизвестные коэффициенты.
Подставляя ряд (111) и его производные в уравнение (1.8). выво

дим рекуррентное соотношение для определения коэффициентов Лд

Л <» —-----------------------—----- -—----------------------— ֊^— (п — 2) (п —
г. (п — 1)(п — 2) (л — 3)(/։ — 4) (г։ — 5) НА-

3)(л —4)(л -51Л.-2------— (л — 3) (п -4) (л— 5) (с — 6) Ап д Т j
։J

U)՜ |*s иЛ
4- —(n 4)(л-5)Л„ 4 Д. _(л-5)(л-6) 5֊ Л._й (1.12)

в >ifc *>к

С помощью этой формулы неизвестные коэффициенты .4 . начиная с н=6, 
можно выразить через предыдущие коэффициенты.

С учетом ( 1.11) условия на концах стержня (1.9) и (1.10) принимают - 
такой вид

V лЛ. - О

V л(л — 1)(п֊2|Л = 0

V .4.-к V л(л —1) Лв = 0

Л3=0, Л.=0. Л.— 12։»лл4 = 0 (1.13)

и

V лЛл 0

V л(л-1)(л-2)Л, = 0

V Л.— к V п (л ֊ 1) Л, =г0

Л. 0. А4 = О» Л, - 20 ։»АА„ « 0 (1.14)

Выше но всех суммах пределы суммирования от 0 до *о.
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Из (1.13) или (U4) с использованием формулы (1.12) получим 
системы трех линейных алгебраических однородных уравнений относитель
но /1.,. /1„ Л„:

«։>1Л ~ а։.2^։+а։. = ®

а7 ,.4в-1- а, :Д։ 4- а? ЧЛ4 — О

ал ,.4О 4- а,7Л։ 4֊ ахз/4։ « 0 (1.15)

млн .4.. .4„ А :

6j. ։Л0 4 bi,yA, **՜ = О

Ьг, ։Л0 ՛* *Л։ '1* *Л։ ”՜

Ь\ |Л0 г bi, ?Л, ■• by, j.l, 0 (1.16)

Для cyiti.cnгпования нетривиального решения этих систем необхо
димо, чтобы их определители были раины нулю. Отсюда получим частот
ные урлпнення н виде

Д(К», ...,) = О (1.17)

С помощью соотношения (1.17) можно построить зависимость часто
ты i% собственных колебании стержня от безразмерной силы К*.

Разработан алгоритм и составлена программ.։ для построения злаиси- 
носгн <0* от I՝՜ численным способом. На фиг. 2 приведен график этен за- 
пноьмости при некоторых значениях б и k. При К- = 0 имеем первую 
'"?■ и вторую безразмерные частоты собственных колебании. По ме
ре увеличения силы К2 нижняя частота увеличивается, а верхняя частота 
уменьшается, и при К8 = K«j> эти кривые смыкаются. В этом точке имеет 
место кратность корней о>я в уравнении (1.17), и при дальнейшем увели
чении К* корни становятся комплексно сопряженными, и существует ко
рень с отрицательной мнимой частью. По выражению (1.5) это соответ
ствует появлению формы колебании с нарастающей амплитудой.

Численный анализ показывает, что число членов ряда ( 1.11). при ко
тором ряд сходится, зависит от значения параметров 0 и А и меняется от 
20-30 (0^0.1, А* 1) до 80-100 (0 < 0.01. А < 0.01)

Из приведенных графиков (фиг. 3) видно, что при увеличении 0 зна
чение критической нагрузки увеличивается. Например, при А* 0.1 увели
чение Й от 0.01 до 0,1 приводит к увеличению значения 1<%.<н 8.1 до 13.4. 
то есть па 65%. При дальнейшем увеличении О от 0.1 до 0.5 и до I (при 
О ~ 1 трехслойный стержень переходит и однородный, состоящий только 
из одного несущего слоя) значение 1^». изменяется, соответственно, от 
13.4 до 25.5. то есть на 91 % и от 25.5 до 40.05. то есть на 57%. Таким об- 
рй.юм. более существенное влияние О оказывает при своих больших зна
чащих. При малых А(А 5^0.01) влияние <> на шлчениг менее заметно.
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Отметим, что при О — I полученное значение К£р = 40.05 полностью 
совпадает с из.йестнЫм [3] «наченисм критической нагрузки для однород
ного стержня.

Фиг. 2. Зависимость ы, от К: пр;՛, к 0.1 
для следующих значений Й: 1—0 1: 

2—Й-0.5: 3-»ь 0.1; 4 » 0.01.

Фит. 3. Зависимость критическом снлЦ 
о г величины к при 1 услоякях пл копц։։ 
стержня. Отмеченные линки сооти-лствуюг 
следующим значениям :՛; I '՛)—1; 2—1> = 

0.5; 3—» 0.1: 4-» =0.01

Изменение параметра !■' в пределах А’ > Ю практически не приводит 
к изменению значения к’ир. Если же к изменяется в пределах 0.001<1 
՛.< А I. то значение к՜«,, существенно увеличивается с уменьшением 
11ри А 0.00’1 значение к,՜,, приближается к значению к*;!> = 40.05, что 
соответствует однородному стержню.

Наличие жесткой диафрагмы на свободном конце стержня заметно 
влияет на величины к^, лишь при больших А. Например, при А’՜ I н 

։’> = 0.1 значение к‘р увеличивается на 15%, а при >' <0.1 и 4 = 0.1 зиа- 
..2 чение Кк|1 практически не меняется.
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STABII ITY OF A SANDWICH ROD UNDER A 
UNIFORMLY DISTRIBUTED FOLLOWER LOAD

N. R. GRIGORIAN

Summary

The поп-conservative problem on stability of a sandwich cantilever 
subjected to a uniformly distributed follower load is considered. The 
effect of intrinsic fiexnr.il rigidity of the faces and of shear stiffness 
of the core on flatter load is studied.
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