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ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИИ ВОЛЬТЕРРОВЫХ ОПЕРАТОРОВ 
В ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ СТАРЕЮЩИХ

МАТЕРИАЛОВ

В предлагаемой статье для описания поведения упругих и стареющих 
наследственных сред используются операторы специальной конструкции. 
Применение их позволяет представить решение широкого класса задач ч 
виде функций одного оператора и распространить принцип Вольтерра на 
некоторые типы неоднородных сред.

Приводится ряд методов приближения функций оператора, используя 
которые можно построить решение задачи наследственной теории упру­
гое гн или теории ползучести стареющих материалов на основе чис генно­
го решения соответствующей задачи для упругого тела.

Для упрощения обозначении операторы, описывающие поведение ани­
зотропного материала, идентифицируются одним индексом, в отличие от 

общепринятого обозначения Е,,кь
§ 1. Пусть свойства наследственной среды (возможно, анизотропной) 

описываются операторами
{

Е,- £,[/—Г։], Глг/(/) = | Г. (/, ')։/(-)</-, 1уЩ ։/(/) (1.1)

•о
Принцип Вольтерра [1| позволяет получить решение наследственной 

задачи, заменив упругие константы £. в решении задачи теории упруго­
сти операторами (1.1). I аким образом, устанавливается соответствие

^(£р..., Е„) (1.2)

между функциями упругих констант и функциями операторов.
Если свойства материала в различных точках тела различны, то 

принцип Вольтерра в указанной формулировке не может быть использо­
ван, так как операции дифференцирования и интегрирования по коорди­

натам нснереставимы с операцией умножения на А» (г) (г — (ль х., л )— 
точка тела). Кроме того, возникают существенные трудности при факти­
ческой реализации принципа в случаях, когда решение упругой задачи яв- 
гнется трансцендентной функцией упругих постоянных, или задача ре­
шается численно и зависимоегь решения от констант в явном виде неиз­
вестна, Эти трудности частично преодолеваются методом аппроксимаций 
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[2, 3], который применим к задачам наследственной теории упругости, 
£слв свойства наследственно-упругого материала описываются одним опе­
ратором (обычно полагается, что модуль объемной деформации — кон« 
станта). В общем случае затруднения остаются существенными.

Более гибкой является несколько иная грактовка принципа Воль гер­
ра, развитая в [4]. которая позволяет распространить его на некоторые 
классы неоднородных сред и оказывается удобной при фактической реали­
зации.

Все операторы Г„ фигурирующие в исходных уравнениях, предста­
вим (если это возможно) в виде функции некоторого одного оператора 
И*:

У (1.3)
к-1

причем функции /Л(л) предполагаются регулярными в точке л. — 0. 
Наследственной задаче поставим в соответствие задачу теории упру­

гости с константами материала

£’Л() )-£։[1-Л (՝/•)] (1.4)

зависящими от числового параметра л. Решение наследственной задачи 
получим, заменив в решении упругой задачи параметр к оператором Н*.

Таким образом, вместо соответствия ( 1.2) устанавливается соответ­
ствие

Г(л) (1.5)

между функциями фиктивного параметра введенного в уравнения упру­
гой задачи, и функциями оператора Н'.

Операторы типа (1.3) позволяют распространить принцип Вольтерра 
на некоторые классы неоднородных сред.

Пусть от точки тела зависят упругие модули и параметры функции 
Р, (но не /7*):

£,=£.(/•). Г;(г)=Л(г, #*) = £ а, (,)//* (1.6)

I ^следственной задаче поставим в соответствие задачу для неоднород­
ного упругого тела с упругими модулями

£®(г,>) = £,(г)[1֊Л(г, ).)] (1.7)

Соответствие (1.5) между решениями упругой и наследственной задачи 
остается справедливым (4|.

Таким образом, если возможно представление исходных операторов 
в виде (1.3) или (1.6), то решение наследственной задачи приводится к 
вычислению функций вида

?(г,/)-Л,,Я»)/(|)=^Ь(г)/Г-7(() (1.8)
*-0 
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где ՛!— некоторый параметр, характеризующий .чапряженио-деформиро- 
ванное состояние тела: / (''. л) решение соответствующем упругой зада­
чи; /(■')—известная функция времени, пропорционально которой изменя­
ются внешние воздействия.

Несмотря на то. что п исходных уравнениях может фигурировать не­
сколько операторов Г«» решение ( 1.8) является функцией только одного 
оператора Н . Методы приближения функций одного оператора, приме­
нимые в общем случае к операторам с неинвариантными ядрами, приводят­
ся н разделах 3—5 настоящей статьи.

Рассмотрим некоторые типы наследственных сред, поведение кото­
рых может быть описано операторами вида (1.3), (1.6).

В теории наследственной упругости находят широкое применение ре­
зольвентные операторы, ядра которых имеют интегрируемую особенность 
11|. Пусть упруго-наследственная среда иди однородна, или неоднородна, 
но ао всех точках оператор։»! остаются инвариантными относительно нача­
ла отсчета времени (например, неоднородность обусловлена воздействием 
стационарного неоднородного температурного поля). I огда в каждой точ­
ке г ядра операторов Г. могут быть достаточно точно аппроксимирова-' 
цы агрегатами обобщенных дробно-экспоненциальных функций

Г. (г. /-'•) У,/Зд(г)ехр|--Д/--)]Э,( ֊?.,(/•), -1<«(1.9)

где ЭД t :) дробно-экспоненциальная функция Ю. Н. Работ- 
нона [1].

Каждое слагаемое в выражении ( 1.9) является резольвентой ядра 
А. Р. Ржаницына [5] с параметром ( 3։р). Используя операторную кон­
струкцию резольвенты, получим оператор, соответствующий ядру (1.9)

՛ 7 /7*
П(г) = £ —----------е՜4' + (1.Ю).

/4-?*р(г) /7*
Представление (1.10) является частным случаем (1.6).
Отметим, что параметры ;■ и а являются внутренними параметрами 

ядра /7. поэтому они полагаются независящими от координат и индексов 
■-$. р.

В частности, если свойства материала описываются агрегатами дроб­

ных экспонент, то операторы Г. (г) также имеют конструкцию (1.10), но 

Н(( •-.) (t :)’/։՛('-■ 4-1). то есть ядро Н совпадает с ядром Абеля.
Характеристики материала упругой задачи, соответствующие опера­

тору (1.10). имеют вид

£ (г, )•) /л (г)
1_ У (гУк

р-1 1 !-.'V(rp-
(1-11)

Поведение стареющих материалов может быть описано операторами 
вида (1.3), (1.6) лишь при определенных допущениях. Однако, и в этом 
случае изложенная трактовка принципа Вольтерра оказывается полезной.
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Пусть, например, свойства неоднородного изотропного стареющего те 

ла описываются операторами сдвига и объемной деформации £».(г) и 

£-(•'), ядра которых отличаются только множителем

£։ (г) = £, (г) [/—■/., (г) // *], £2 (г) = £2 (г) [/֊Л I г) н*] (1.13

Даже в этом простейшем случае принцип Вольтерра в (рормулиров-
ке [ I | не может быть использован, 
применить к решению операторный 
следственной задаче задачу геория 
характеристиками материала

Подход, изложенный выше, позволяет 
метод, поставив в соответствие на 

упругости для неоднородного тела г

Важный для практики случай неоднородно стареющей наследствен­
ной среды, поведение которой описывается уравнениями I I. X. Арутюпя 
на [6]. рассмотрен в [7].

В общем случае представления (1.3). (1.6) следует рассматривать 
как аппроксимацию ядер ‘ (С т), получаемых из опытов, разложениями 
по итерированным ядрам, порождаемым некоторым (произвольным) яд­
ром /*/(/. г).

Отметим, что операторы вида (1.3) естественным образом появляются 
в соотношениях, связывающих внутренние усилия и деформации иеодно 
родно армированных стержневых систем из стареющего наследственного 
материала [8].

§ 2. Для обоснования методов приближения функций оператора, из 
латаемых в разделах 3. 4. предварительно получим решение уравнения ти 
па Вольтерра в форме, несколько отличной от классической. Такое пред­
ставление имеет также самостоятельное значение, так как может быть 
использовано для аффективного приближенного решения уравнений

Рассмотрим интегральное уравнение типа Вольтерра 2-го рода

/7(/)-Х/У *(/(/) = /(/) (2.1)

в котором р(0 искомая, /(О заданная функция; л параметр урав­
нения п общем случае комплексный.

Классическое решение уравнения (2.1) представляет собой ряд по сте 
пеням параметра X:

у(/) = /(0 + ^*(А)/(0. £*й)/(0- к('), ^Ю=/(0 (2-2)

где 1/„ (/) = /’/ /(0 итерированные функции, /?* (л)—резольвента //*.
Покажем прежде всего, что итерированные функции линейно нёзави 

симы. Для доказательства воспользуемся интегральным представлением 
регулярной функции оператора [9]
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I /■(//’)/(« =—о#

, . (2.3)
1Г(>, /) = /-’[/ + >'^-С'"։)]/(0

где о» - замкнутый контур в области регулярности /;(л). обходящий точ­
ку л - 0, /?‘ (/. ) —резольвента уравнения тина (2.1) с параметром л '•

Допустив, что (3, 4- 3։/7* ф- —г ’ьП1Н '"]/(/) --- 0, из (2.3) полу­
чим }-£/.........4- Зт/' 0 па любом контуре ы. Это невозможно в
силу линейной независимости функций /■'.

Рассмотрим теперь, наряду с (2.1), уравнение

уЩ֊'Н*у(1) /(/)-| -^ (//")/(/) (2.4)

где — некоторый полином с коэффициентом, равным единице при
старшой степени /7*:

Л1 т
% = ->- (2-5)

п-0 п—О

■б — неопределенный параметр. Коэффициенты ал полагаем заданными.
Будем искать решение уравнения (2.5) в виде

у(1) = У а„Н “/({) = V ап у п (/) (2.6)
«:֊.■<> И=0

Ввиду линейном Независимости итерированных функций, для опреде­
ления о- воспользуемся методом неопределенных коэффициентов. Под­
ставляя (2.6) в (2.5) и приравнивая коэффициенты при уп(О, получим

а0 = 1 Р Ц), а/։ ֊- /а„ ։ - (п = 1,..., т 1), /•а1Я_1 4-5 — 0 (2.7) 

откуда

0„=,."+гу։.>.՞ ■, г = - 1/<2„ (>.-') (2.8)
«—О

1 аким образом, уравнение (2.5) удовлетворяется конечным разложе­
нием по итерированным функциям.

Разность между решениями уравнений (2.1) и (2.5) «»,(/) — 
<***

= у(Э - У(0 может быть найдена из уравнения

М<)'֊ШМ) ~Ч(/), ^(1) = (2т(Н*)Ц1) (2.9)

Из (2.9) получим

-?4/+*Я*Р-)Ь(0 (2.10)

Таким образом, решение исходного уравнения (2.1) можно предста­
вить в виде
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.V (/) У (/) 4- (0 = у(О + Qm’ (' ') [/ -I- 'R” (<) 1*• (О (2-1В 
/1-0

Полученный результат может быть использован для приближенного-': 
решения уравнения (2.1). Распорядимся коэффициентами а, таким обра­
зом, чтобы уклонение функции ։■՝.,(/) от нуля в рассматриваемом интерва­
ле |'с„ -в! было по возможности малым. Для этого можно минимизиро­
вать максимальное уклонение функции |с„(/)', или квадратичное уклоне­
ние, или приравнять <•՝.,(О нулю в т точках £ |'0, 'Д. Последние два 
критерия приводят к системе линейных уравнений относительно «...

Если величина > ' не очень близка к корню полинома Qm (г), то 

функция f>i0 {/) будет мало отличаться от нуля, а функция /; (?) близка 
К у (0-

Отметим, что при любом т условие ал = 0 дает: а0-1,
а,> то есть приближение отрезком ряда (2.2) есть частный случай 
рассматриваемого. При этом погрешность приближения определяется 
выражением (2.10), в котором se (I) - ynl (t).

Эффективность рассматриваемого метода приближенного решения 
уравнения определяется тем, что уже при небольших /о уклонение от нуля 
функции г..(?) может быть сделано малым за счет соответствующего вы­
бора ап, в то время как функции у.,(О стремятся к нулю более медленно.

В качестве примера было решено уравнение с ядром Абеля 
Н(t — -) Г (а 1) при л = —1, /(?) 1 и а — 0.8. Максимум
абсолютной погрешности в интервале 0 -< С 1 5 составил 0.0018 при
аппроксимации решения восьмью итерированными функциями.

Решение < помощью ряда (2.1) при указанных значениях параметров 
сходится чрезвычайно медленно. Для получения приближения с погреш­
ностью, не превосходящей 0.0018. необходимо просуммировать около 
40000 членов.

§ 3. Рассмотрим теперь задачу аппроксимации функции (1.8). Пола­
гаем, что решение соответствующей упругой задачи £(/.) известно в не­
которых узлах /.у (здесь и в дальнейшем точку тела считаем фиксирован­
ной и зависимость решения от г не отмечаем). Ядро Н(/, т) полагаем не­
прерывным илк имеющим степенную особенность порядка а> — 1; функ­
ция /‘(л) предполагается регулярной в некотором круге |л| -С р, р > 0.

Значения Е(/.;) могут быть найдены в результате численного реше­
ния задачи для упругого материала с фиктивными упругими модулями 
( 1.4) или ( 1.7). в которых л —

Отметим, что при Л 0 фиктивные упругие модули совпадают с фак­
тическими, поэтому допущение о регулярности /’(/.) выполняется, если за­
дача теории упругости с модулями £» (г) имеет единственное решение.

Будем разыскивать приближение функции <f(?) в виде лйнейнбн ком­
бинации итерированных функций
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= (/) НЯ’)/(О = «МО+ »(<). V\ (З.П
Л-0

где *(•՛) — погрешность аппроксимации.
Пусть / (у 1,2,...) последовательность попарно различных 

комплексных чисел и (X) — полином, интерполирующий функцию 
Г(Х) в узлах X,, ... , Хт.

Покажем, что при некоторых ограничениях на предельное рас­
пределение точек Х?- при } — -֊ последовательность Ф,„(/) • ?(/), если 
Коэффициенты с^'п> совпадают с коэффициентами полинома (7,„_| (X).

Предположим, что последовательность X/ удовлетворяет условиям:
а) в узлах Х? функция регулярна;
б) при у >все числа Ху лежат в круге | Х| < р/3.
Используя представление (2.3) и учитывая, что функция «д (X, /)

только множителем ' 1 отличается от решения уравнения 
раметр'ом ’получим

?(П

(2.1) с па-

Г(Х) у ^-,.-1 (л) </„(/)'/'
*.Я)_______

0.0)
(О (3.2)

(3.3)

где

У„-1, У„-.»-,().) = у а,Г---- 1 (3.4)
»ЯП г 1

֊֊ полином степени т—л—1.
При выводе выражений (3.2) (3.4) использовались соотношения 

(2.8) (2.9), (2.11).
Пусть все корни X, полинома ф,.(Х) простые и лежат в замкнутой 

области V', заключенной внутри контура со. Учитывая, что числитель п 
^(3.2) — регулярная функция в области V՜ и используя теорему о вычетах, 
получим

?и)=у1с֊->^(0 гг(0. <">֊ у (35)
л-0 л“1

Второе из выражений (3.5) совпадает с выражением для коэффициен­
тов интерполяционного полинома.

Покажем, что е(/) -0 при :п—оо.
Пусть контур со совпадает с окружностью радиуса •». Представим 

Функцию £,,(/.. /) = г.(/)/(?,П(Х) в виде
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П (Л"»֊^)?(/)
Е.Л',0 (З.б)

3 . где г, —։, 
?

3
К* = — /֊/*, п = /п-/0

>-։ (а-Хя)
(3.7)

— функция, ограниченная в области /£[/0, ), >•
В силу условия 6) при />/о расстояние от до ш не меньше, 

чем 2р/3, поэтому

Таким образом,

I Е,„ ('•> /) | < (3.9)
СТ1

где ипк— коэффициенты полинома (г — гг)... (г —
На основании теоремы Виетта каждый из коэффициентов нпЛ равен

сумме С'п-1 произведении вида г1։г,. ... г$ Учитывая, что 

получим оценку

1-Гм ! + ••• +11,.* I« (։ + Дс"->‘) (у)՞ ’= 1
При фиксированном /с

И«* К (4) С"֊։Д<(4г) (п-1)4 ’-0 при Л-СС. 
' X / \ Л /

Таким образом, коэффициенты -;пг. удовлетворяют условиям (а)։ 
(б) теоремы Теплица [10].

Так как К к 1 ■>(/) — 0 при .< — ос, на основании теоремы Теплица 
правая часть выражения (3.9) стримится к нулю при п со и л -и>. 
Из (3.3) следует, что £ (/)-*(), так как длина контура <՛* ограничена.

Оценим погрешность приближения при фиксированном т.
Пусть длина контура <•>, Л/—максимум модуля функции Г 

на о0 минимальное расстояние от /. 0 до <՛• и ?<—минимальное
расстояние от >7(у = ], ... , т} до «л Из (3.3) следует оценка

|з(/)| <; шах|го(/)|/„М;(го, 0/2^3՞* (3.10)

где ?(%, /) = 1 { оо ! А’о ('Л1') 1, /?0 — резольвента ядра \Н(1, -)|.
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§ 4. Доказанная сходимость последовательности Фп, (/.) к ?(/) 
позволяет построить приближение (3.1), определив коэффициенты <4՞° 
мк коэффициенты полинома 6т_1 (>•)» интерполирующего функцию 
А'(л) в узлах Точность приближения в некотором интервале вре­
мени |ч), "ф] зависит от выбора узлов интерполяции.

Из оценки (3.10) следует, что погрешность приближения будет ма­
ла. если мало уклонение от нуля функции е (/). Поэтому представляется 
целесообразным выбрать у. \ы так. чтобы минимизировать в интервале 
(*֊։• ’«| квадратичное уклонение, или из условия равенства ։„(?) нулю 
и т точках /, ( [т,„ :4 ]. Указанные критерии приводят к системе ли- 
НеИных уравнений относительно коэффициентов з„ полинома (?,„(//'). 
Корни уравнения (/.,(') —О определяют эффективные узлы >•, |7|. 
Среди узлов, найденных изложенным методом, имеются, как правило, 
комплексные. Это не приводит к затруднениям, если функция /’(//) 
и .тестил в инном виде. Однако н случае, когда соответствующая за­
дача теории упругости решается численно, для получения /* (X/) не­
обходимо решать упругую задачу с комплексными модулями, что свя- 
аано с определенными вычислительными неудобствами. В этом слу­
чае целесообразно использовать действительные узлы, определив их 
из условии минимума функционала

Р’0)Л= б(Я»-1։/)-(Н--М)/(/)|։Л (4.1)

где \ рассматриваются как действительные параметры.
Отметим, что найденные изложенным методом узлы и. следова­

тельно. коэффициенты приближения (3.1) зависят ст оператора // и рас­
сматриваемого интервала времени. Это позволяет получить хорошее при- 
бпнкенне уже при М ~ 4-1- 7. Примеры приведены в $ 6.

Из представления (2.3) следует. что последовательность 
6’г. — с (/>, если последовательность Gm֊i(/)—Л(>) на кон­
туре W. Так как ։■՛ — произвольный контур, при определении коэффициен­
тов приближения (3.1) можно использовать некоторую заранее заданную 
последовательность узлов, если при этом последовательность Gm t ('•) 
Молится к /'(/.) п некоторой окрестности л - О, В частности, последова- 
тольность полиномов, интерполирующих /’(л) в узлах Чебышева слодит- 
СИ к /*(?•) внутри наибольшего эллипса с фокусами (— 1,0), ( 1.0), на гра­
нице которого функция А перестает быть регулярной [11). Таким обра­
зом, коаффнциситы приближения (3.1) могут быть найдены в результате 
интерполяции в узлах Чебышева. При этом, однако, сходимость может 
оказаться более медленной, чем при использовании узлов, найденных в 
результате миннмизапин функционала (4.1), Это объясняется тем. что при 
выборе узлов не используется информации о конкретном виде операто­
ра /7՜ и интервале времени, п котором разыскивается приближение.

•1 Нанести« АН Армянской ССР. Механик*. № 6
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§ 5. Метод, изложенный в разделах 3, 4. основан на приближении 
функции <[(/) линейной комбинацией итерированных функций. В настоя­
щем раздели развит метод разложения по функциям которые могут ՛ 
быть найдены Из независимых интегральных уравнений, решение кото­
рых в некоторых случаях проще, чем построение итерированных функции.

Представим функцию / (л) в виде ряда по рациональным функциям

Н- ) = а0 + а1 У- 
(л а։}

а И)
(>._ ,21Зс) (5.1

где и заданные числа. Коэффициенты а0, «։,... легко найти, 
последовательно приравнивая левую часть (5.1) правой в точках 

л2,...
Пусть точки )-;(/ 1, 2,...) стремятся к нулю, точки з/ стре­

мятся к бесконечности и а, а*.. При указанных условиях ряд (5.1) 
сходится равномерно к /•’(/.) в круге регулярности [12].

Рассмотрим разложение

<?(/) /•(/У’)/(0 = Ор а։( —----

-: а ■---------------------------- -------
(Н * — а։/ ) (//* — а2/ )

4֊- /(О (5.2

Из представления (2.3) и равномерной сходимости ряда (5.1) на кон­
туре ш следует равномерная сходимость ряда (5.2) для /£["о. •*], '*<■֊*֊■• 

Каждое слагаемое ряда (5.2) моирю выразить через сумму функции 
вида

«/(О “Л* (»>)/(() = [/?(»/. 6 •)/(■) А (5.3)

где /?(’>>, /, “) резольвента ядра Н (/, с параметром У,.
Используя теоремы умножения резольвенты операторов [1. 13] и огра­

ничиваясь в разложении (5.2) конечным числом членов, после некоторых 
преобразований получим

а коэффициенты <//*' определяются последовательно по формулам

где

?(0^Фто(0 = ^(0+£^/(0 (5.4)
/=։

Ь։ £՛ о,-.#’ (/ = О,..., т- 1) (5.5)
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,/П _ л<‘)"о — г1> «; — 71

</«*’ = ”, ( г„ + 15-41г֊ )....
л“1=^-1”(ь+֊-^—

\ ’>4.| — ։>А
(5.6)

/ д’* ’»/*) . / Л*-։) "՛■<Л - I*1 <Л> ֊ -- -------- ...
\ «։ — 'Ч'

где

<4-1
&*-1 —՝к

гь - /к^к, "к - н* (гк ~~ и

1'Ь (5.2) следует, что погрешность приближения 3.(0 (|(0—Ф* (О 
можно записать в виде

о> х / /у* _ 1 , / \>(/) «„./ |-V От.,П ------^֊~ МО
к-1 «=1 ят » ')

(5.7)

(//" я./)
/(О

Если параметры а, заданы, то величина погрешности зависит от 
узлов Эти узлы целесообразно выбрать так. чтобы в рассматриваемом 
интервале времени [~0, **] по возможности уменьшить уклонение о- нуля 
функции 3„(/). которая является одним из сомножителем в выражении 
для погрешности.

§ 6. Приведем числовые примеры, иллюстрирующие точность изло- 
з.енных методов.

1. Вычислялась функция

-Е(Н*',1 [/+?֊՛■<,(/-/■/*(•'+ НТ՛)]՜1. »>0 = 0.4 (6.1)

при различных значениях параметра р.
Ядро оператора // принято в виде

ни, -)

. (6.2)
С(1, --•) = (со+~Ш-В,,՜*"-"֊ В=е-;1"-']

Числовые значения параметров (единице времени — 10 еут):

г = 0; Д = 1; Н, 0; £0С1։ 0.44; 0.61; ?։ 0.25

При построении приближения методом, изложенным в разделах 3, 4. 
в разложении (3.1) удерживалось 6 слагаемых; для определения коэффи­
циентов использовались значения 7(л/) в узлах, найденных при миними­
зации функционала (4.1).
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При решении задачи методом § 5 п разложении (5.4) удерживалось 
7 членов. Узлы а. определялись в результате минимизации квадратично­
го уклонения ог нуля функции $.>(0 из (5.7).

Найденные приближения сравнивались с точными значениями ф(0. 
которые можно получить, расшифровав рай иона л иную дробь (6.1) опера­
тора Н . Для ядра (6.2) при Г ~ В- = 0 функция <[(/) выражается через 
решение уравнения с ядром Н. X. Арутюняна, полученное в замкнутом 
виде 114].

В табл. 1 приведены значения максимума абсолютной погрешности в 
интервале 0.07 20, полученные при приближении ф(1) методами

4 (метод I) и § 5 (метод II).

Таблица /

0.! 3.5 11 25

Метод 1 0.00(13 0.0011 0,0004 0.0002
Метод П 0.0002 0.0012 0.0018 0.0033

Как видно из табл. I, погрешность метода 1 не превосходит 00011, 
метода 11—0.0033.

2. Рассмотрена задача расчета бетонного блока прямоугольного по­
перечного сечения, рас полоясен лого на скальном основании. 11редполагает- 
ся. ч։о длина блока велика и система блок—основание находится в усло­
виях плоской деформации. В момент т„ температура блока увеличивается 
на ГС и в дальнейшем не и..меняется. Свойства бетона описываются опе­

ратором Е ' А ‘ (/ ։ 77 ’ I. основание предполагается идеально упру­
гим. При решении задачи приняты следующие значения параметров; отно­
шение высоты блока к ширине х — 0.25: = 3.33՛ 10 МПа; модуль упру­
гости основания А. 1 • К)': МПа; коэффициенты Пуассона блока и осно­
вания: ՛') = 0.16, 0.20: коэффициент линейного расширения бетона
« = 1 • 10՜ ’ 1/г/п/д.

Ядро оператора Н принято в виде (6-2) при следующих значениях 
параметров (единица времени—10 с?/т); г 0.15: Е„С., = 0.5395: 
А.Е. = 0.9152: В, - 0.35: В: =0.65; у, 0.3: у2 5.8. Момент прило­
жения температуры т,, = 3.5 сут.

Задача решалась методом, изложенным в $ 4; для построения при­
ближения (3.1) использовалось численное решение задачи теории упру­
гости с модулями Е {՛:) /Го(1 -+-/.) ( / 1, ... , 4)՝:. Значения >у- оп­
ределялись в результате минимизации функционала (4.1).

В табл. 2 приведены значения напряженки пул(0, г//, !) в точках (0. у-), 
расположенных на равных расстояниях по вертикальной оси блока

'■■■ Задача теории упругости решалась методом -Конечных полос» [15]. Расчеты 
выполнены п институте гидротехники им. Б. Е. Веденеева.
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(у, — 0 точка, расположенная на границе блока и основания: уи — точ­
ка на верхней граничной поверхности).

Таблица 2

է 
(с։/т)

Помер Точки

։ 3 5 1 9 11

3.5 —1.49 ֊1.15 -0.81 -0.47 ֊0.14 4 0.15
4 -1.17 -0.93 -0.68 - 0.45 ֊0.22 0.03

10 -0.74 -0.61 -0.49 0.37 -0.27 -0.18
20 -0.fi« -0.57 -0.46 0.36 0.27 —0.21
30 -0.64 ֊0.54 -0.44 ֊0.35 -0.27 -0.22

Таблица 3

է 
(сут\

Номер точки
3 5 9 н

3.5 ֊1.49 -1.15 0.81 ֊0.47 -0.14 4-0.15
4 -1.20 -0.95 -0.69 ֊0.45 -0.21 ֊0.01

10 -0.73 - 0 61 ֊0.49 ֊0.37 0.27 -0.19
20 ֊0.68 -0.57 ֊0.46 ֊0.36 ֊0.27 0.20
30 ֊0.64 ֊0.54 -0.45 ֊0.35 0.27 ֊0.22

В табл. 3 даны результаты решения рассматриваемо։։ задачи, найден­
ные численно, методом «шаг за шагом» I 15]. Максимальное абсолютное 
расхождение между решениями, полученными различными методами, соста­
вило 0.03.

Н14ЛКЭС Сеперо-Завадного 
отделения ин-та «Эиергосстйпроект ■ Поступила 18 V 1979

Ա. Ա. ԱՍՎԻՆ

ՆԵՐԱՃՈՂ ՄԱՐՄԻՆՆԵՐԻ 1111‘ԼՔԻ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐ IIԻ Մ ՎՈԼՏԵՐՅԱՆ 
ՕՊԵՐԱՏՈՐՆԵՐԻ ՖՈԻՆԵՑԻԱՆԵՐԻ ՄՈՏԱՐԵՈԻՄՐ

Ա մ է|ւ ո փ ո ւ մ

Առաձգական և ծերացող ժաոանգական միհավա ւրերի վարրի նկս;րագրր- 
մուն 'ամար օգտագործվում են Հատուկ կառուցված րի օպ երասւ պւնհրւ Նրանց 
կիրառումր Հնարավորության / տայիս ներկայացնեք /ուծամր մի օպերաւոո֊ 
րի ֆունկցիաների աեսրով և տարածել Վոլաերի սկզբունքը սրաչ աե-սակի 
ահ Տամ աս ես մ իջավա ւրերի վրա։

Բհրվում են օպերատորի ֆունկցիաների մոտարկման մի շարը մեթոդ­
ներ, որոնց օգտագործումով կարելի Լ առաձգական մարմնի Համար համա­
պատասխան խնդրի թվային լուծման հիման վրա կաոուցել մասանգա կան 
խնդրի լւոծւււմրւ
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APPROXIMATION OF VOLTERRA’S OPERATORS FUNCTIONS 
IN PROBLEMS FOR AGEING MATERIALS IN THE 

CREEP THEORY

A. A. ZE VIN

S u in in ary

Special design operators are applied to describe behaviour of 
elastic and ageing hereditary media. Their application enables us to 
present a solution in the form of one-operator functions and to extend 
Volterra's principle to some types of heterogeneous media.

There are given some methods of approximation of operator 
functions, applying which the construction of a hereditary problem may 
be based on a numerical solution of the appropriate elastic body 
problem.
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