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МЕТОД ФАЗОВЫХ ИНТЕГРАЛОВ В ЗАДАЧЕ 
ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ НЕОДНОРОДНОГО ЦИЛИНДРА

1. Кпазнстатическая осесимметричная плоская задача термоупруго- 
сти для полого цилиндра, модуль упругости 1'. которого зависит от темпе
ратуры сводится, как известно, к уравнению [1. 2]

Հ Ի « (О Հ Ь (г) Ն с(г) (1-1)

где

в случае плоской деформации

1 — V в случае плоского напряженного состояния

г — радиальная координата

Здесь и далее штрихом обозначается операция дифференцирования.
Введем безразмерные радиус ? ~= г;Кх и температуру ՛ = Т;1 ։, где 

и /,—соответственно радиус и температура внутренней поверхности ци
линдра. Распределение температур по толщине цилиндра в стационарном 
случае при условии постоянства коэфффипиента теплопроводности опи
сывается зависимостью [3]

- = 1 + ֊|п? М
1п р

где

Т Т ձ у _ 1=------£1 ( -д тх
Л
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Здесь г?։ и Т.—соответственно радиус и температура внешней поверхно
сти цилиндра.

Принимая и качестве независимой переменной температуру г и про- 
.нзнедя п уравнении (1.1) замену переменной, получим разрешающее урав
нение осесимметричной задачи неоднородной термоупругости в виде

=' 1 ?(')='4- :(-): = Ч-1 (1.3)

где ’ ----- - р։ внутреннее давление
Р։

■ 3— -֊'
Р £ А?

Радиус выражается через температуру г с помощью записимосги ( I 2) 
= охр — 1) (1.4)

. )п (»
™ А • -•

Аргумент изменяется в пределах

Т։ •< Т < Т.

где -1, = 1 -г ДГ.
Решение уравнения ( 1.3) должно удовлетворять граничным условиям

в(1)=1, о(14-ДГ) = ) (1.5)

. р.
где /■ —----- . р. ֊ наружное давление.

Рх
Классический подход к решению уравнения типа ( 1.3), заключающий

ся в отыскании базисных функции б виде бесконечных полиномов и опре
делении частного решения методом вариации постоянных удастся приме
нить к Сравнительно небольшому классу специальных уравнений. ( ։ода 
относятся уравнения Бесселя. Матье. Лежандра. Лаггера, Вебера. Эйри, 
гипергео.мстрическне. для которых найдены и табулированы базисные 
функции. Эти уравнения представляют незначительную часть возможных 
линейных уравнений с переменными коэффициентами.

В случае произвольной неоднородности в основной массе работ, по
священных этой проблеме, используется метод последовательных прибли
жений в различных модификациях [1].

2. В качестве одного из методов получения приближенного замкнуто
го решения поставленной задачи при произвольном характере неоднород
ности предлагается использовать матричный вариант метода фазовых ин
тегралов (ВКБ) [4, 5|,

С помощью подстановки

(2.1)

приведем (1.3) к виду
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где

*’(-) = тГ)֊֊-?։Г)--֊?' (■֊>

Обозначив

<?(•) = Ч‘-)ехр (т]

(2.2>

V =х։. V

получим из (2.2) каноническое уравнение в фазовых координатах

X А(~)Х /*?(֊)

(2.3)

(2.4)

где

Л(:) *>
х2 -4(Ф=

О 1
-F О

В
О

1

Собственные числа матрицы .4 определяются из уравнения 

det (А — zE) О

и равны

21 — /Л, 2_. — — ։к

а соответствующие собственные векторы— {I. ГЛ} и {I. -'к].
Введем преобразование

X = ЕЕ (2.5)

где /՛՛ [/и /։) неизвестный вектор, R квадратная (2X2) ма
трица, столбцами которой являются координаты собственных векто
ров матрицы А.

ik ik
(2.6)

Тогда уравнение относительно / принимает вид

* О Л
О /к f.2

:JE_

2f:

Структура системы уравнений (2.7) показывает, что в случае,

(2.7)

когда
функция Л изменяется плавно и не принимает нулевых значений во всем 
диапазоне изменения аргумента, взаимодействие уравнений слабое и систе
ма распадается на два независимых неоднородных уравнения первого по
рядка относительно введенных фазовых координат /\ и /-

1
— 1

1
- 1

1
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решения которых (фазовые интегралы) легко определяются

= Ьф, (2.8)

В • /։==(С.-г^)?։ (2.9)

где 

__£ ' ~
^l = k 2exp^’j^=.y 'Ь“֊ j<?(O?l(5)^ .

__1_ - :
гг = к eMp^-i^kdC^ ф2 = q (:) ?:(i) dÀ

Располагая решениями (2.8). (2.9). учитывая вид матрицы Р (2.6). 
а.ч представлений (2.5). (2.3) и (2.1) получим

с = С,т։ 4 С>2 4- ֊— (te2 - tel) (2.W)

Постоянные С, и С։ определяются из граничных условии (1.5).

3. Функции = С։?։ и /?’ - С2?2 являются приближенными ба
зисными функциями уравнения (2.2) и точными базисными функциями 
уравнения сравнения, образованного двукратным дифференцированием 
функции /1" (или /®)

/+*’(1+ $)/=* о (3.1)

где / означает любое из частных решений /։" или /?'.
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Левые части уравнений (3.2) в (2.2) совпадают, если

1^1 1
I аким образом, необходимым условием существования приближен' 

пых решений (2.8) и (2.9) является неравенство, накладываемое на функ
цию неоднородности

2Л’ I к «I (3.3)

4. Пусть зависимость модуля Юнга о> температуры носит линейный 
характер [б|

ь: £*0(1 - дЕ^) (4.1)

где /л,, — невозмущенный модуль упругости

3 Т 
ДЕ.

р։ — эмпирическая константа материала.
Величина ХЕ- 100% показывает, на сколько пропертой снижается модуль 
упругости на внутренней поверхности з результате нагрева по сравнению 
с невозмущенным модулем.

Левая часть неравенства (3.3) в схучае зависимости (4.1) принимает 
вид

м(--)

2Л-֊’СЛ

5 А£С_)
8 /¥(.)

(4.2)

где

М (-) = Л (у - 1.5 Г֊)) —1.5 53(т)

Л(-) - — 2.25 Л2 - (~ 1.5)Л.$’(т) 0.75 52(՜)

Х(т)
_±?1_

1-л£?

Анализ выражения (4.2) показывает, что при 'а то есть и случае от
верстия радиуса /?, в бесконечной плоскости, получаем точное решение, 
так как Й’(т) '0, при \А', = 0 ([}։ = {)) получаем точное решение, так как 
,^(г) = 0. В остальных случаях получаем приближенное решение.

Рассмотрим случаи нагружения толстостенного цилиндра (ц — 10) со 
значительным перепадом температур (7 Тт.-»-0), причем модуль 
упругости материала на внутренней поверхности составляет 50% модуля 
в ненагретом состоянии (ХЕ, — 0.5). Коэффициент Пуассона примем 0.33. 
В этом случае аргумент изменяется в пределах от 1 на внутренней до 0 — 
на наружной поверхностях. Степень точности приближенного решения бу
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дет переменной для разных температур и определяется величиной £“£(т). 
.Абсолютная величина 8 при указанных значениях параметров цилиндра 
изменяется между значениями

1^(1); 0.0115«!, |^(0)| = 1.0013«1

Отсюда следует, что использование решений типа (2.10) в этом случае 
корректно.

Очевидно, что предлагаемая методика допускает обобщение и на дру
гие случаи распределения температуры по толщине цилиндра.
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PHASE INTEGRAL METHOD IN THE PROBLEM OF 
THERMOELASTICITY FOR THE NON-HOMOGENIOUS CYLINDER

V. A. GORDON. G. B. COLTHCIN

S u hi m a r y

The axisymmetrical probier.։ of a non-homogeneous thermoelasticity 
is solved by the phase integral method. The problem is redused to the 
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solution of two coupled first-order differential equations. The coeffi
cients of initial equation must subordinate by certain unequality.
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