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СИНТЕЗ НЕСТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ С НАПЕРЕД 
ЗАДАННЫМ СПЕКТРОМ

1. В ряде работ [I—4| рассмотрена задача: лая вполне управляемой 
системы

dx
dt

Ах Г!и

построить скалярное управление

и — Вх

(J. //. В֊ постоянные матрицы с размерами соответственно пХ.Ф нХ1, 
1Х’>) так, чтобы замкнутая система имела наперед заданный спектр 
?h (՛•/ const, j — 1, 2.....  п), иными с чеками, построить ма­
трицу 2> так, чтобы матрица (А НВ) была подобна диагональной 
матргцй с заданными диагональными элементами.

Аналогичная по смыслу задача для нестационарной системы

— --- .4 (t)x Н(1)„, и - /1(1) х 
di

(1-1)

(.•!(/), /7(0, В(7) — матрицы с размерами соответственно «Х^. '-’Х^֊', 
шХл) я [5] сформулирована следующим образом: построить матрицу 
/ДО гак, чтобы матрица [/1 (/)--/7(/)Ь’(О I была кинематически подобна
днагенальнон матрице, диагональными элементами которой служат задан
ные числовые функции '"(()> '?(/).....  '՝.'(/). то есть чтобы

К՜՝ (А + НИ) К К \(l) diag (-.'■(/)..... £(/)) (1.2)
dt

где Л—некоторая невырожденная дифференцируемая матрица. 
Последняя задача рассмотрена в случае, когда на рассматриваемом

интервале J изменения / функции <•'(/) удовлетворяют условию

р/(б — '■? (01 -> а ■ О, Z 7, j - I, 2,..., п

В работе [6| рассматривается система со скалярным управлением <։
случае л‘; (О 0. / = I, 2..... а.
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13 настоящей статье решается задача в наиболее общем случае. 
Задача. Пусть для нестационарной системы

А (I) X + Н(1) и, и = В(։)х (1.3)
сП

где х и и— соответствен но (н. X I) и 0«Х 1)- -.матрицы фазовых коор­
динат и управляющих функций; Н(1), —матрицы с размера­
ми соответственно Я X Л. п X 111. 'Л X П и элементами, дифференцируемы­
ми по / на рассматриваемом промежутке [Г. /) любое нужное числе раз. 
матрица управляемости [7|

<?(0 ■■[«„ >-лН....... «՛ 'Я,; Н,. ЦН........ Г/

Н„, СлН„.....  Сл"'~'нт]

где Н,- Н{(1) (/ 1.2,.... /п) столбцы матрицы //(/) (//։ (/),...
.... /7«(/)), л. порядок г-ой подсистемы, ' пП1 — п,

Ц.7,= А^'Н,-—Ц֊^֊՛ к = 1,2,...

&Н,-//., 1 = 1,2.....  т

имеет ранг ■>/?» при I < |/„, 7‘). требуется построить матрицу В(!) так. что­
бы матрица [Л (I) 4֊ /7(7)£>(/) ' была кинематически подобна диагональ­
ной матрице, диагональными элементами которой служат заданные число­
вые функции

М*)» МО....:։о(0: о» о.....  0; МО. МО.... :\П։(0.
ГЩ ‘Г՜ т: 4- тл — п

при

|:՝.(0 :‘/\0 |> а > о $ 1, 2,..., т3)
։■»(/)* о, 15(0+и. (О (1'4}

то есть, чтобы

(А^-НВ)К (1.5)
(II

где

л (/) = (Паа (ч,Л;^(/); о, о.....  0; р։ И„1։(/1)

/у— некоторая невырожденная дифференцируемая матрица.
2. Введем в рассмотрение систему

А (-) х ± Н(-.) ВI-., г) х, -. = 3/ (2.1)

содержащую параметр г.
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Все построения, проводимые ниже, имеют относительно г тождествен­
ный характер, и потому онн сохраняют силу и при ։ ~ I. когда системы 
(2.1) и (1.3) совпадают.

Предполагается, что собственные значения матрицы А различны и 
отличны от нуля.

Матрицу /\ представляем н виде

A=A(v, £) /.(/) (2.2)

где

-X (0-diag«(/), /с(/), £.,)

—матрица преобразования к диагональному виду системы

1 = ^
матрица 3(a) представляет собой матрицу Жордана

/(>)-diag(rmt, Г»., Л։)

где I’m, — матрицы сдвига порядка гп} и т. соответственно, 
A1 = d։ag(pl,.... pm։).

Как показано в [8] (стр. 169—170),

7.։ (/) ехр (ГМД (/) = exp (Г,„./)

Матрицу Л представим в следующем виде:

А -- (Al,..., Xin,« А,.,, Aj«,| ГЯ.» А„„ If*., А.)

и обозначим

А(>п,) (Ар..., Aw,)А(т <nt) ( А.т,, ՛ i,..., Ащ, . „,.) J ^(п) (А։-1,..., Ал)

(* mt -|- т.,)

Матрицы А\т,). АГ^т, • г,.,., А՜,,,) представим в виде

^т>} = {Кх(-; И,.... А'л..(’> 0)7-։(6 А'(т.)0, Я)Л(0 (2.3)

АЪ> S).....  А.ит.С, -:))Х2(0 = НХ..(О (2-4)

А(.() (Лх-|(՜, -)>■■•՛ Алл(՜» -))/-/»,--(". -)

К(՛, е) и В(~, s) строим п форме рядов

Л'= К -\- V В--= (2.5)
А-1

где
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Л' = (ЛЛ„,>, /Со, ֊ (Ай>. К&, А'й')

Тогда система уравнений (1.5) распадается на следующие подсистемы.

(Д + НВ- ^Е)к1тЛ(1) -- ։^'Х, 4 К^—'֊ 
(1՜ <П

(А 4- ИВ) К,., X. (/) = = 7, + &
</- (/{ 

(А НВ)к„,.֊-к„..\1 г^- 

или соответственно [8] (стр. 169):

(А + НВ-(2.6)

(А 4֊ НВ) К(,։ = Д։)Г„, 4- ։ (2.7)
</՜

(А 4- НВ) Км = ^Л,Л։ •• в (2.8)
(г-

Приравнивая в (2.6). (2.7). (2.8) члены, содержащие у в одинаковых 
степенях, получим:

(А - и<(£ - НВ») ֊= Гт, (2.9)

(А - НВ.) 4- НВ^К^л = К,|Д',1՝„, 4- Д՛^’1 (2-9'>

{А |- НВ^) АГ(9) = А(в)1 гя, (2.10)

(А | НВ.) Х'й1 + нв.к{,у = хй'г-. -г д!?)՜11 (2Л0-)

(Л }-НВ.)Км Км.\у (2.11)

(Л 4- НВ.) М*1 4- Ц%՜” (2.1Г)

Д'й>" == - н у в, 4֊ (2.9")
। а-

л֊1 ,к(1- I)
0^,-4= ֊ Н у В, ХЙ՜'1 -Г ^-7— (2-10")

1-1 а՜

О՝ы ” = - Н у в, хйг'' + (2. н")
1 <7՜

Из (2.9). (2.10). (2.11) следует
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(А + НВ0) Гл„ Л։)М У(н0) -•

4֊ К^Гп,М^ 4֊ К^\М(п} (2.12)

Пользуясь соотношениями, приведенными в [8] (стр. 115, 224). по­
следнее равенство можно представить в виде

(А | НВ. \10Е) К(т,)Г1П1М(,П1} -| А<0)/М1<— }‘Г() М,а; 4՜

4- (2.13)

где

М = К 1 = (Л/(я)

В ,
Соотношение (2.12) показывает, что К есть матрица преобразования 

матрицы (А -\-H13c) к нормальной форме Жордана /(/.) в случае, когда 
все собственные значения матрицы (А ֊֊ НВ.) суть

Но»-» о..... 0: ъ»-, н«,

Построение матрицы В. из условия равенства собственных значений 
матрицы (А -\-НВп) заданным числам в случае многомерного управления 

I может быть проведено по соотношениям, указанным в работе [9].
При этом в соответствии с (2.9), (2.10), (2.11) или с (2.12) столбцы 

матрицы К определяются равенствами

(4 НВ. ИоЕ)А՜ =0, (.4 НВ.)К.п^ = 0, (А + НВ.)

(4 г нв. ֊ ։ЧЕ) к, - а;,(л-|-вдл;11? = а;1.ь(4 нв0)кл 2=рХ—՛ 
::::::::: :::::::: :::::: (2,14)

(4 г НД-н0Е)А'ж. А„„. (4 4֊ НВ.) Кг = К ։; (А НВ.) К., = птКп

Перейдем теперь к построению А1՝1 и В^, к — 1. 2,... . к-е равен­
ство (2.9 ) эквивалентно системе уравнений

(А + НВ0) к}“' ֊ нв.к, М‘"

(Л - -֊,!■: нв„) к^' + нв,к: = л!‘-։| ՛ М‘՜” 

(А и<>1-. т HBJ К):,' + НВ,Кт. rit1 , + rit՜"

Умножим полученные равенства слева соответственно на Е„, (А ֊ 
-НВ.),..., (4֊ P(jE- НВ.)՛'" ' и после сложения, преобразуя с уче­

том (2.13), получим
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/В,К, \

«7= ВкК2 = Л^Х՜՜'1
\ВкКП1)

где

(2.15)

И* = /;’Л ” + (А -ь НВ. иЛ) М*՜" 
+ ..,+(Л4- НВ.-’^Г' (2.15')

" М,Н М.Н М3/7 •• Мт՝н

М.Н — М3Н м.н 0

• • • • • •
1Г = ' м^н Л€. 177 Мт,н • • 0 Г2.15")

м^н Мп.// 0 .. 0

мл 0 0 .. 0 1..
Из условия управляемости следует, что 15]

\]|Л/я.Л֊1^0 (2.16)
4»|

В общем случае система (2.15) может быть и несовместной, но всегдч 
имеет одно и только одно наилучшее приближенное решение (по методу 
наименьших квадратов) [10].

В силу условия (2.16) решение системы (2.15). представленное псевдо- 
обратной матрицей IV , имеет вид

В/сКг \

вкк2 |= 1Г мт,И*-” 
в\.кт. /

(2.17)

Здесь И'՜' — II7* (№'№'*) ՛, 1^* -сопряжённая И7 матрица. 
Если обозначим

то (2 17) можно записать в следующем виде:
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г։+

|₽г

г„.

։^1 

иСл

1^(>Я| - 1)»։ 4-1

1}т ■ 2

^п. 1)т • т

(2.18)

Из (2.18) следует вид для «растянутой» .матрицы

В,: = (Ь\к]. Ь[к])

в следующем виде;

/лк„ К.,..., £,,) о \

(М*1, б1/1......бкч) (К... к..,.., К„.)

\ О (К.» Кт1) .

= (1Г, Мм$ ", 1Г(£|_։и+Л"..>Л‘՜11! (2-19)

..... ";...;

|г„,м„„,Л‘ ", ис^л^!1՜",...,

Преобразуя (2.10 ), как (2.9 ). получим 

I ВьКщ-ц \

V вл,,2 ) = л/(т,.т,4‘-" (2.20)

\ В։,- А։П|4-211։ /

где

V + м I- нв^ ֊'.! :-■ ■ -+(л + нв.г՝՜'^<2.20')

£1 — матрица порядка /н. X имеющая вид

Л/тг|.з// ••• [

м„,+-н м„։)н мт,..н ■•• о

2= 2Я Н М„' „Л ՜ ՜ 0 (2-20,)

М»,4-т։-1 // Мт^тН 0 • • • 0
мт^н о о о
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у IM„ ֊гл,/Л-1^0 (из условия управляемости). (2.21) 
/Si

В силу условия (2.21) равенство (2.20) решаем посредством псевдо- 
обратной матрицы Q .

/ ВкКтх^ \

BkKm^.2 |=2'лг(т, (2.22)

\ /><•К.ГП, I ,,, /

здесь 2' — 2(22*) ։։ — сопряженная 2 матрица,

/ \
2 I :\ о /

Из (2.22) получается аналогия (2.19)

^ЧЯ1+ ։»•••» ^Сп.тт.) 0 \

Кт^т,) | =

О (А,->։1Щ, ^֊т, — 2։**ч ^m։t«M*)/

= ", "...., 2(У-»„.к

". ...... <->Л.֊ъ, ;...;

"..... 2('m. -»„֊„.V։,,«//՜") (2.23)

Преобразуя равенство (2.1 Г), получим

d!a?(/(։>0). ' ™,. А1)ОЙ + Л/НВ^,, = 0£^1 +W)՜" (2-24)

где

ОЙ=^А'Й-(Г2Д..... Q'?\Q^= : . 7 =
՝. о1*1/ ։ = « + п‘ ПУ f

Система (2.24) распадается на следующие подсистемы:

dSajf (./ (!֊,>, Г„,„ Л,) Q'" + МНВЛ, = ч.О!" г MD'f " (2.25)

э = а 4- Л /==1, 2.....  т3, и, - ;i,u =

Представим матрицу (/.-՛ в блочном виде

Qt*’=w...е,.,......... «g>; ...е»'
(штрих означает транспонирование), тогда (2.25) распадается на следую­
щие подсистемы:
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/ \ /' 9Й1 \
А.М : : +М:гП1)Р’А 11 (2.25')

՝ сДЧ / ' а՛*։ /

„и] ,
' т\ - 1, з

о(*1 I1 т|4т(, : г

4՜ Л7(т, • ,п։; Л/(Я14Я1 (̂/ 11 (2.25")

АЛ :* '3 4֊ М1п)НВкК, = И :' "’кмХ“ (2.25"') 
' <?!? I \ <?1? I

Решение системы (2.25'") приведено в [5], где показано, что ра­
венство (2.25 ' ) распадается на /п^ алгебраических уравнений

РЛ1.? ь рЛМ 4- М,£М*֊’1 (2.26)

!*а = 1\. I !*,» 5“’ + 1,..., л; $ — а 1,..., п; 1՜ = 1, 2,..., 

11ри •’»՝ = о имеем

4 (2.27)

Из условия управляемости следует, что

£|Л/,Я.|=£0, а = а + 1,...,п (2.28)
>-1

В силу (2.28) из (2.27) следует [5|

(
Аач|, Л"։|.2,..м Кп) 0 \

..... Кп) И
О (Л'312,..., Кп) /

- (М ла,?р?:2”,..., кп!^11)/՝* (2.29)

Здесь [51

. /•; = с1։аг(Л/,+1я.,...։ м,.н.), ՝< _ 1. 2..... т

7՜՛ -- (7՜ Л) /•՛ , Г* — сопряженная А’-матрипа.
Объединяя выражения (2.19), (2.23). (2.29) в одно матричное соотно­

шение и разрешая относительно (М*1, 7>‘4'...., б!՝1), получим 

(Мч, Й*1.....
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и^л^Х*՜", "...
2,+л/(.хй‘-п, аХ ,м.,^" ֊1>т+1м.,4'-":

а3 Л/(։1</?֊։|, й^М^՜"..... ։и 2ЛГ„,(2-30)

аШ.ий* ", а^лМ*՜"... ■֊>,*„. ",
(Л/, ,Й‘ДЧ. М.^г"..... М.С^)Г')^(М, м,..., М)

Подставим выражения (Л 4֊ ЛЛ5ь и Вк(К},..., Л"«,,) из (2.13) 
и (2.18) в (2-9')» затем умножая полученное равенство слева на ма­
трицу М, имеем:

Н։а?(Гл,1, У ( г0). л։ — Но1:«ч) 0<5,) —

Г(о11_։и ։ \
1^;,. 1)т42 |М(т։И/1А ”

\у/ + /
►» (т,—1)т • ту

<Ж)Г™. - М!^„"

здесь

I С’ \ 
са = Л = «/.41..... «՛). о!‘'= : '0 1,2......т՝

Из полученного равенства нетрудно получить соотношения, последо- 
- вателъяо определяющие столоны матрицы кг(т։)

сНа£ (Гт,, У (— п0), Го1-,..,) <?’/■՛= М Я\к ։|֊Л/ М(т1}^]

(2.31)

а։аг гМ։, у (- Ио), л։ - <у‘1’ = +

+ м Й4-11֊ н 1 |т-2 (2.32>

з 2, 3,..., тг
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Равенство (2.31) однозначно определяет все элементы первого столб­
ца .матрицы (Лт,ь кроме первого элемента д|*!. В выборе этого элемента 
также, как и в выборе остальных элементов первой строки матрицы 
(?'«,)» сохраняется известный произвол. От функций д'Л (- 1, 2.....  п?։)
требуется лишь дифференцируемость любое нужное число раз. Остальные 
столоны матрицы Ор«,) определяются равенствами (2.32),

С матрицей матрица связана соотношением

/чй = КОЙ (2-33)

Теперь подставляя выражения (А 1!Вп) и 23* (кт-л 1,..., /с,ц т.) 
из (2.12) и (2.22) н (2.10'), преобразуя как (2.9), находим

(/„><>). Г„„, А։)^. (2.34)

(2.35)

/ --(з 1) т ■ ։ \

<1ь*к(Л, (՛><>), - е5-'| ՝ м О՛1'1-« 2 11

\ 1.» ~ , /
\*(։-1)ттт у

Здесь

<2Л! ֊ мкЩ = (О',*1......<£! ™,). <25“ =

з — 1,..., т։ 4՜ т2

Равенство (2.34) однозначно определяет все элементы первого столбца 
матрицы (^Ми+л։,։, кроме (•'», 4՜ О-го элемента. В выборе этого элемента 
также, как и в выборе остальных элементов ("1, 4՜ 1)-ой строки матрицы 
Отт, ֊«,). сохраняется известный произвол. От функций д^՜1 , . 
О — п։х 1..... т1 — т.:) требуется лишь дифференцируемость любое
нужное число раз. Остальные столбцы матрицы (?<£!, , представля­
ются равенствами (2.35).

С <Э(т> ш,| матрица Х^'+л«,) связана соотношением

р- ։*•) _
'՝ ;>г<| , пц) Л (у-я։) (2.36)

Из статьи [5] имеем, что

(Л/?/7х)^ 
(Л/.-НГ

Ч(М-//„.)*

л^Ж՜11----------------  9

V 1М//42
(з ~а4- 1,..., п) (2.37)
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При о х из (2.26) с учетом (2.37) имеем

<?։*։ = „ : .к (=¥=*; а-1-1..... п) (2.38)

где

Е.-Н (М.Н^
(М,НХУ>

Подставим (2.37) в (2.25') и (2.25). Учитывая, что [./„„ (|1«)_ 
р,Т-,п>] и УП1 (—11а) — невырожденные матрицы (см. усл. (1.4)), имеем

/ 91;; \ I
ЮМ 1*.М (з = « + 1......п) (2.39)

\ ' |
I ’й1՛՛ ■ \ I

?»•'♦** ) = |УИ(„Н„,1Р., (5 = а 1...... п) (2.40)

\ ё'= /
Следовательно, столбцы матрицы рй = определяются ра­

венствами (2.38), (2.39), (2.40), кроме элементов (з = у 4-1,..., п).
От функций <7**։ требуется дифференцируемость любое нужное 

число раз. С матрицей матрица К\кп\ связана соотношением

К® - КОЙ (2.4!)

Из равенств (2.33), (2.36), (2.41) следует

К™ = К(^[к] (2.42),

где

9и-,= («,. Ой) 1
Таким образом, соотношения (2.14), (2.30), (2.42) позволяют опре­

делить формальные разложения Л и В. Сохраняя в этих формальных раз­
ложениях конечное число первых членов, можно получить приближенные 

выражения для матрицы Л՜ и В.
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SYNTHESIS OF NON-STATION A RY SYSTEMS WITH 
A PRE-SPECIFIED SPECTRUM

F. P. GRIGORIAN

Summary

The problem of a controleable polydimensional synthesis of systems 
with a pre-specified spectrum in the case, where some of the given 
functions are identically equal to zero, some coinside with each other 
and are different from zero, the rest differ from the above two cases, 
and the moduli of their differences are not less than any given positive 
constant value.
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