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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ЭЛЕКТРОУПРУГОГО 
СОСТОЯНИЯ ТОНКОЙ АНИЗОТРОПНОЙ 

ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ IЮЛОСЫ

Исследовано электроупругое состояние тонкой анизотропной пьезо­
электрической полосы при заданных на боковых поверхностях физических 
воздействиях.

Задача решена методом асимптотического интегрирования грехмерных 
уравнений электроупругости |1|. Граничные условия па боковых поверх­
ностях удовлетворены с помощью вариационного принципа Лагранжа |2], 
обобщенного на случай пьезоэлектрической среды [3].

Определение электроупругого состояния типа пограничного слоя све­
дено к решению бесконечной системы линейных уравнений.

Аналогичная задача о равновесии пьсзЬкерамической пластинки с 
электроднрбваняыми плоскими гранями решена методом однородных реше­
ний в работе [4].

§ I. Рассмотрим гонкую анизотропную пьезоэлектрическую полосу: 
О Յղ-^շ/յյ, | .г21 <2 • 1*11^. А, հ (фиг. 1). Будем считать, что 
плоские грани полосы неэлектродированы и свободны от внешних фи­
зических воздействий, то есть

при х, с А (/֊-1,2,3), ՀՀ 0 (1.1)

Действующие на полосу механические усилия, уравновешенные силами, 
приложенными на бесконечности, и распределение поверхностных электри­
ческих зарядов, как и в работе |5|, заданы па ее боковых поверхностях

при х1 — О, 2Л1 է\յ Շ(*շ>.՝ն), 4-з (л-2, х3) (1.2)
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Следуя А. Л. Гольденвейзеру |1|. электроупругое состояние полосы 
представим как сумму медленно затухающего вдали от краев электроупру- 
того состояния, которое строятся при помощи основного итерационного 
процесса [6|. и быстро затухающих электроупругих состояний, которые 
строятся при помощи вспомогательных итерационных процессов.

§ 2. Для построения вспомогательных итерационных процессов вос­
пользуемся термодинамическими соотношениями, связывающими механи­
ческие напряжения и компоненты электростатического смещения с меха­
ническими деформациями и компонентами электростатического поля Они 
имеют вид [7]

Т чЕ - еЕ, Л = 4т.еЕ -ф (2.1)

Уравнения электроупругого равновесия при отсутствии массовых сих 
н объемных электрических зарядов можно записать так (8]:

/.7,7 О (А у = 1,2,3)
Введем безразмерные величины

Г _ - хз . Ач — —’ 'л —---- ’ ~---
А * а /1 «

где п некоторый линейный параметр, и дифференциальные операторы

^ = ֊4» ^=4-(/“2>з) (2.4)
<А/

Будем считать, что л <С I. Предположим, что электроупругне харак­
теристики полосы можно представить в следующем виде:

(2.2)

(2.3)

«I,, у й.՞’)
« о

(2.5)

Здесь u,.(m = 1, 2, 3) — механические перемещения, с — потенциал элек­
тростатического поля, i—некоторые целые числа [6].

Учитывая соотношения (2.1), из (2.2) получим систему дифферен­
циальных уравнений

(ch О\ 4֊ С55^3 — 2<.-|5С/1С'3 ) ll\" [cu/Zj 4֊ cf.tfii ’ (Сы С.%) Я՝/' -֊

-Г [cs5?i с$ь<>з (с(з-|-C$s) (ei։ -֊ ei:j 'V4]v<"' =

= -֊ 2 (с«л/3 т C^V'2) l/j" ՛՛ - | (с?5 I cfj 4/Л т՜ (ch -г- Ct6> ч՝:'

[(ch 1՜ cfs) - ( сы -г см) из" * Н՜ [(eie Ь

-Ь (ег։ -I- е։в) ^/4-] У 11 ■“ ch^b.՛?' ’’' - c^diui '* ci.o^u ■' • :-.։1 >.v
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Ciyd'i ■ (eft 4 c£) <A4] «JA) (cvt/h՜ 4- c-A 3» 4֊ 2ct,<X։ <)j) ill՝ —

— -Г 4՜ (cj. • c£) li -|e։.</։ e3iOj (eu 4֊ e1։) v՛՞ —

— — [(cfj 4- С4б) •• (cr՝ 4՜ c<v.) «/՛ '' — 2 (c24^/)j 4՛ с£/^/л) 4

|(cvj - cf-i)д..дл 4֊ [c->i | сД) tf/ZJ tZf 1 4-[(e3. e2l) dtf)3 4

:֊ (e.c 4՜ в;.;) <?jdj '*' — ca^Au" '՝՝ -cwfiii: ‘ c.$u* ?l 4- e ■ ”*
(2-6)

|cj$31 с^дз 4 (rf, — cs\} 0j<y u\" 4- [с.5Д1 с:и<7з 4՜ (cis - cjj’4 dj ui՝ 4

4՛ (cS? 4- ckid'i 2сз5^14։)«з’) 1֊гц(/' ~ (eu 4՜ c.15) t',"> =

-- — [(<?4S 4՜ C3s) (ch • CsV) <4 4J uj"՜'' Цсд Сак) <\<>л 4՜

4 (cfs c£)5։ <4.) и11 2 4՜ U'3 " 4՜

— l(e23 + « 4) <Мз 4 (ен + v“' ’ ~ '* —
I _ - с&ЫГ* + егЛ’<П՜2’

4՜ [en<>j е304*з 4՜ (ел 4՜ <4.՛.) ’ 4՜ 4”[ej։jdi 4 4-

1 (eu — еэв) d։<y,] и'/՛' 4-[e1:,(7i 4-eJ3^3 ֊ (eu <?jj) ^3)«зл) 4՜

— 4՜ £з/^ 4՜ 24^։^а)^(Л ֊ 4-[(е-5 -г ем) <Z/>3 ■

4 (в2. 4- e։u) JjC/.J щ '" ֊ 4- [(е։г | е..4) д.:д3 • (е։3 4 е..։1)с/։<]

~ 4՜ [С&э 4 в-м) <?2^3 (е։.։ ֊г е25) и'п —2 (з^* д3 !֊ г\'>Оуд.,) :՛'л

— 4-e...e/<ir/i''՜՜’ — 4"e2/6w2'' '' - 4r:e..4f/jM->՞՜՜՜1 — 2$2<^v՝

IL< условий (1.1) найдем условия на плоских гранях полосы:

при Ч = - I 6з = о, D'f = О (2.7)

1 раничные условия на боковых поверхностях полосы будут сформули- 
рояаны ниже.

В уравнениях (2.6) и в дальнейшем будем считать что величины с 
индексами И равны нулю при < 0.

§ 3. Для кристаллов моноклинной системы | 7 J уравнения (2 6) — (2.7) 
распадаются на две группы, которые можно решать независимо друг or 
друга.

Первый вспомогательный итерационный процесс описывается соотно­
шениями

(с«У1 1 cmi^ ■ 2с5б^1^а)“^" [eJt!di ֊֊ е3^л (е3(5 4֊ еп) <У. 4J г' "-

— [(c։f> 4 сД) (сг> 4 Сек.) ~ Кс2’ ՛ с») (,^з

4 (cis 4 с<<>) " с-21(^и> '։ 4 e^d'iv’' “ (3.1)
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4-[e,n<?i -г (ei։ 4 ем) |Д։> 4 (4<)?4՜ ^хКЛч : 2-i:/\^j) t՛1'?

= “ 4"((e2j 4 ®ae) <Ma -I- (e2l -•֊ <?je)tf։tf.]щ n — 4֊[(e23 ~ ea4) 02d3 {

(eu eui) из 11 ֊ 4*e2$u{' -'— сЬо-л՛'1

при h - ± 1 /Й' » № =- 0 (3.2)

Для второго вспомогательного итерационного процесса будем иметь

(си<)] • 4- 2c^/)j) й*'0 [cfs^i 4 сз5^з 4- (ей css) 4^] и<^ —

’(<-՝§ ■-c'if,) f)j)3 : (ch-Г с§.) оА] «2՜ ° : I (еа$ 4- еаб) д203 4 

4( 1 - - (3.3)

pis^j --г-35 '3 (с.И г Css) 4411й։' (г5--/>: 4-2cs?>jC*a)f/3n> =

[('•w 4 С44) 4 (cfs 4 CH.) c/jO.J п? ՝ 4֊ [(вм3 4 <?м) 4Д 4

4 (։-*1.1 4 <-*uJ '7/ZJ г ‘ и —

при $з=±1 1^ = 1^ г= 0 (3.4)

Об։цее решение однородной системы (3.1) ирсдстаиим в виде

и? - 4 е;4<?з4֊ (еза ен)^<>3)ехр (',<Л) !" (с։, 4)

v"՝ (ей ֊ ей 4 2С&А) ехр ^Ki (Ц, (3.5)

где 1) — корни уравнения

4՜ kie -г (ен 4 езв) т, 4- ем4՜]'* - (ей, 4 2ci>>; — с-нт) (гн 4 2=-^ s^r/) о
(3.6)

Из термодинамических неравенств [8]

С.н։,| Сn\n-.Cnnf &>мл . &mtn *лп (3-7)

следует, что уравнение (3.6) не может иметь вещественных корней.
Для электроупругих характеристик первого процесса получаем сле­

дующие представления:

й" у ехр (-./7л) ir/Г (Г։, -..), V ■ ՛ 4 э.,5; ехр (;?. ?5)
/-1 ։

֊ V ..,^ехр(,/л) W‘S' (iv у. 7,5’= 4*/,^e»PbУ 
2^1 Л֊։

Й''-У «„^exp(vA) ։V;,’!(Г., у, 55я1-у<15‘ехР<^з^)^;,>(-7 :=) 
■՝' • 2 1

(3.8)
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Здесь а/։, 3.], о.,, с/Р </,։ — комплексные коэффициенты, зависящие 
от и электромеханических постоянных полосы.

Возьмем функции 1Г"1 (:։, :.) в виде

Ж’ (Г,. У -֊- ехр (- < -11,) 1₽՛';” (=.,) (3.9)

Горда из граничных условий (3.2) получим дисперсионное уравнение отно­
сительно у

со54' = 1 (3.10)

Выберем т։ и •• так, чтобы выполнялось условие

Ке(/^-)>0 (3.11)

I огда функции (3.9) будут убывать с увеличением :1, характеризуя элек- 
троуцругое состояние пограничного слоя.

Первое выражение (3.8) принимает вид

где Лн, С'}*, некоторые комплексные постоянные. Формулы 
для остальных выражений (3.8) имеют ту же структуру.

Общее решение однородной системы (3.3) строится аналогично. Для 
него характеристическое уравнение получается таким:

И+(с§ ■ С1з) ' : Сз5-8]՜ (с? 2с(з>-Г С55? ) ( - 4֊ (Л 3) ֊ 0
(3.13) 

дисперсионное же уравнение совпадает с уравнением (3.10) первого про­
цесса. Как и в работе 19]. можно показать, что корпи уравнения (3.13) не 
могут быть вещественными.

Выражения для характеристик второго процесса имеют структуру 
(3.12). Например.
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Частное решение неоднородных систем (3.1) и (3.3) зависит от преды­
дущих шагов обоих вспомогательных процессов. Его построение не пред­
ставляет принципиальных трудностей.

Для удовлетворения граничным условиям ( 1.2) воспользуемся вариа­
ционным принципом Лагранжа [2], обобщенным на случая пьезоэлектри­
ческой среды [3]:

Г 1՝ / 1( |( 

$

[[(Г։&, ! Г?.«,- 77Мо-3гу)</5 (3.15)

$

где 5 — боковая поверхность полосы.
Варьируя в уравнении (345) поочередно граничные значения первого 

и второго процессов и приравнивая коэффициенты при одннаковогх ва- 
> (п) ‘л) х («> > I») -ркацдях '>нм.х. '.зч?'., получим бесконечную систему ли­

нейных уравнений относительно функций ш?։<•(:..), и’дн-(;й), «Ап-(Е), 
и’а.д Матрица этой системы одна и та же для всех приближений 
и зависит только от электромеханических постоянных полосы.

ч При проведении численных расчетов была рассмотрена полоса 
шириной 2^| ՝-$> 2/1, изготовленная из кристалла сульфата лития, когда 
кристаллографические оси У. 2 направлены по осям координат х-, л,. а 
ось Л’ под углом 17 18' К X. [ 10|.

Граничные условия на боковых поверхностях (с։ О, 2/-’. '/։) прини­
мались в виде

= Гв-6»'=0, О, = 4П.-։Г (4.1)

Используя выражения для элсктроупругих характеристик основного 
итерационного процесса [6], в случае, когда 7¥=0, п — 0, с точностью до Р 
будем иметь

при гл = 1 = 0.33 при т ~ 2 /и — 0.20 (4.2)

Если же </ = 0. б=^0, то с точностью до п получим

при т = 1 Е>} — 4.19; при т 2 /Д — 2.51 (4.3)

В табл. I приведены в случае 1, 2 с точностью до </(о = ()) суммарные 
значения механических напряжений (П(/Л = I. 2). а в случае 3, 4 -и точ­
ностью до гг((/ = ()) суммарные значения электростатических смещений 
0,(ш = 1. 2).

Сравнивая основное решение (4.2) и (4.3) с результатами, приведен­
ными в табл. 1, приходим к выводу, что для рассматриваемой задачи элек- 
троупругое состояние типа пограничного слоя проникает в глубь полосы и,, 
расстояние до 2>1.
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Таблица 1

•։

ն 0.3 . Ь 0.6 <3’0-9
•/՜.

©
I1

05

Ժ
•л

-< ՜
=

Й 
С

»л
О

0.0 0.06 0.06 0.06 0.34 0 34 0.34 0.83
0.83 ! 0.83
0.35 : 0.510.1 0.23 0.12 0.07 0.23 0.21 0.2'. 0.26

1 0.2 0.30 0.23 0.12 0.29 0.23 0.21 0.2.9 0.26 0.351 0.3 0.33 0.28 0.18 0.32 0.26 0.22 0.32 0.27 0.2«
0.4 0.33 0.30 0.23 0.33 0.29 0.23 0.33 0.29 0.26
0.5 0.33 0.32 0.26 0.33 0.31 0.25 0.33 0.31 0.27

0.0 0.01 0.01 0.01 0.11 0 11 0.11 0.68 Ո.68 0.68
0.2 0.18 0.13 0.Ս5 0.17 0.11 0.09 0.17 0 13 0.18

•) 0.4 0.20 0.18 0.12 0.20 0 17 0.11 0.20 0.17 0.13*■ 0 6 0.20 0.19 0.16 0.20 0.19 0.11 0.20 0.19 0.15
0.« <>.20 0.20 0.18 0.21) 0.20 0.17 0.20 0.20 0.17
1.0 (1.20 0.20 0.19 0.20 0.20 0.18 0.20 0.20 0.18

0.0 1.09 1.09 1.0 4.59 4.59 4.59 10.52 10.52 10.52
0.1 4.08 3.61 2.84 4.24 4.44 4.65 4.35 5.13 6.51

3 0.2 4 18 4.03 3.61 4.19 1.24 4.41 4.19 4.35 5.13
0.3 1.19 4.17 3.’*4 4.19 1.19 4 30 4.19 1.21 4.58
0.4 4.19 4.18 4.08 4.19 4.19 1.24 4.19 4.19 4.35
0.5 4.19 4.19 4.14 4.19 1.19 4.21 4.19 4.Р 4.25

0.0 0.10 0.10 0.10 1.74 1.74 1.71 8.89 8.89 8.89
0.1 2-42 2.05 1.43 2.55 2.67 2 66 2.64 3.28 1.51

ւ 0.2 2.51 2.42 2.05 2.51 2.55 2 67 2.51 2.64 3.284 0.3 2.51 2.50 2.31 2.51 2.52 2 60 2.51 2.53 2.82
0.4 2.51 2.51 2. 12 2.51 2.51 2.55 2.51 2.51 2.64
0.5 2.51 2.51 2.47 2.51 2.51 2.53 2.51 2.51 2.55

Автор благодарит А. С. Космодамиаиского и В. I I. Ложкина ;»а поста­
новку задачи и полезные советы.
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|». Ъ. 01Ь5Ъ1’։։

ՐԱՐԱԿ ԱՆԻՕ.11ՏՐՈՊ Պ31Ա>11 ԷԼԵԿՏՐԱԿԱՆ ՇԵՐՏԻ ԷԼԵԿՏՐՈԱՌԱՋԴԱԿԱՆ 
ՎԻՃԱԿԻ Ա11Ի1րՊՏք1ՏԱԿԱ.Ն ՎԵՐԼՈԻՈՈԻԹՏՈԻՆԸ

II. մ ւ|ւ ո փ ո ւ մ

Ուսումնասիրվել Լ րարակ անիզոտրոպ պչեղոէքեկտրական շերտի Լլեկտ- 
րոաոտձգական վիճակր նրա կողմնային մակերևույաների վրա տրված 'իիղի֊ 
կական աղդեցութ յոլնհրի գեպրումր

Խնղիրր քուծվել Լ Էէեկտրաաոաձղսէկանուք) յան եռաչափ Հավասարում ֊ 
ների ասիմպտոտական ինէոեզրմ ան մեթողով։ Կողմնային մ ակերևոլյթների 
մրա եզրային պայմաններր ր՚սվ արարվեք են Էաղրանմ ի վարիաւյիոն սկզրուն րի 
•պնուիյամր, որն րնղհսւնրուցվեք է ւղ յեղոէքեկտրտկան միջս/վայրի ղեպքի 
Համար ւ

1! ահ մ ան աչին շերտի տիպի էլեկտրա առաձպա կան վիճակի որոշում ր ր-՚ր~ 
։1 եք է գծային Հավասարումների անվեր՛ջ սի-ւտեմ ի ք1ււ ծմանրւ
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ASYMPTOTIC ANALYSIS OF ELECTRO-FLEXIBLE STATE OF 
THIN ANISOTROPIC PIEZOELECTRIC BAND

L. N. OLEYNICK

S u m m a г у

The electro-flexible state of thin anisotropic piezoelectric band is 
investigated with physical effects given on side surfaces.

The problem is solved by method of asymptotic integrating of 
three-dimensional equations of electric flexibility. The boundary con­
ditions on side surfaces are satisfied by the Lagrange variation principle, 
generalized for the case of piezoelectric medium.

The definition of electro-flexible stale ol a border-layer type is 
reduced to calculation of an infinite system of linear equations.
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