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О ТЕОРИИ ТЕРМОПОЛЗУЧЕСТИ НЕОДНОРОДНО 
СТАРЕЮЩИХ СРЕД

Рассмотрим стареющую среду, возраст которой зависит от простран­
ственных координат. С такими средами мы имеем дело, например, при на­
ращивании или поэтапном возведении сооружений из элементов, обладаю­
щих свойством ползучести и старения или при действии па среду различ­
ных неоднородных полей, приводящих к изменению се физико-механиче* 
ских свойств. Ноля, обусловленные физико-химическими процессами вну­
три различных сред, приводят к их естественному старению, а ноля, свя­
занные с различными внешними воздействиями (например, действие об­
лучения. радиации и др.), приводят к искусственному старению.

Как правило, указанные поля сопровождаются действием температур- 
ног- поля, что п спою очередь существенно влияет на свойства данном сре- > 
ды. I аким образом, имеем неоднородно иаследственно-стэреющую среду, 
в условиях неизотермического процесса деформирования.

Основные реологические уравнения изотермической ползучести неод-] 
породно стареющих сред получены в работах Н. X. Арутюняна [ I. 2]. 
Ре •логические уравнения неизотермической ползучести однородно старею­
щих сред построены в работе [3].

На основании работ [1. 2| основное реологическое уравнение для не­
однородно стареющего материала при одноосном напряженном состоянии 
и постоянной • • мпгратуре 7 ֊7, представим в виде

г
1 , ՝. 1՛ М-)К[е+*(хЬ -■+*(*)] <4 (1.1);

Е\1 4- 7. (л-)] I ; I
ч(0>

где и(х) приращение возраста, Отсчитьплемое от элемента с коор.-инз- 
той х = О

*■(*)« М-0 -ДО) (1.2)

К.\1 I 7.(х), т4- х(л-)]
^11 I (1Д

= £.[/4-ч(х)] —--------— 4- С [Н-Ф). - |••/.(л-)Я
сл | Е[~. /• (х)] I

При этом модуль упругости —7.(к)] и мерз ползучести С[/ Ь*(х). 
". 4 / (л-)| определяются выражениями

£(/ -+- х(х)| = Е * (.г)] (1.4)
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С[/ • х(х), "4 х(х)]=^ ? [' 4֊ 7(х)]/(/ — -) (1.5)

Здесь фр4-и(л)] — монотонно возрастающая функция, стремящаяся к 
I при Г->со;.(| [т4-и(л)1 — монотонно убывающая функция, которая с уве­
личением возраста т стремится к некотором постоянной С„, называемой 
предельным значением меры ползучести материала в его старом возрасте: 
?(՛- т) — функция, характеризующая наследственные свойства материа­
ла и б интервале 0 !—т < °с՛ изменяющаяся в пределах от 0 до 1

При произвольной температуре

г (л-, П 7*6-г 0 (х,/) (1.6)

ырамстры. входящие в выражения (1.4) и (1.5), будут функциями от тем­
пературы 7'(х, /), следовательно, модуль упругости и меру ползучести 
можно определить выражениями

£(Г, /). ^(Г)ЯМ7)/4-/.(х)] (1.7)

С(Л = Мх)]/[?(Г)/-;.(Г)т] (1.8)

Здесь функции К>(7') и р(/ ) должны удовлетворять условиям

£’ЛЛ>) = £0; Н‘Л) = 1 (1.9)

Функцию р(7 ) выберем в виде

1' -------•|«Г(Т,/)Л (1.10)

•։

где ог(/’. /) можно аппроксимировать выражением [4, 5]

■ аг(Г, о схр С,(')(7՜՜ Г<’). (1.11)
С. (Л : Т- То

Если теперь ввести приведенную шкалу времени 

х = ;(л, /) =*-р[7'(х, /)|/4 х(х) (1 12)
•/, - -(.г. т) = о | Т(х, т)]т -}- х(х)

го при одновременном учете неоднородного старения и влияния темпера­
турного поля модуль упр\ . ости и мера ползучести примут вид

£(Г, :)-£о(Г)О(^) (1.13)
С(=, 7.) *-= ? (/,)/(• - 7,) 

Тогда реологическое уравнение нсизотермическон 
родно стареющего тела в шкале времени с. ц при 
состоянии примет следующую форму:

(1.14)

ползучести для неодио- 
одноосном напряженном

£(Л ;)[*л(0֊аО($)] а. (■/;)£(;, 7,)^4 (1.15)

«ь
В шкале истинного времени I, т это выражение принимает вид
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£[Г, = (<> OHM') ֊- *401 =
t

МОЬ (’ зД-)^[=(х, /);(Х, -)d֊ (1.16)

•НО)

В общем случае при трехосном напряженном состоянии основные 
уравнения неизотермической теории ползучести, опись։вагощие изменение 
формы и объема неоднородно стареющих сред, будут иметь вид

։
2G[T, 5(х*. /)]?„«)=&;(/)+ Г ЗД-)<,[и.г4< 0; ;(xt. -))«г<Г.--У֊-

'.(О)
(1.17)

I
^[^Цх., ОН (0 ч0 4 f Л0А;.|;(х4. /);£(хд., 0)аг(Г, 0^

МО)
(1.18)

Здесь

* (0-^ ֊’*(<)։ «ДО =«,;(*)-’«>**» e,7W (П֊^^ 
О 3

(1.19)

е(0— объемная деформация: <т(О— среднее гидро-статическое давление: 
£ и (j — модули мгновенной объемной деформации и деформации сдвига:
5,-/ и е։..— девиаторы тензора напряжений и деформаций.

Уравнения (1.17) и (1.18) можно обратить, то есть напряжения вы­
разить через деформации

S’ ֊
•у' = G[T,5(xt, Ые,7(')- 

г
֊У С[Г, Цх4, Ч|е,,(՜)/f։[:(xt, 0։ ։(xt,-)]сг(Г, •:)</֊ ;1.20|

МО)
з(о = £*[г. -:(х„ /)]з(/)

I
~ f Е^[Т, \(xk. т)]з(т)/?Л;(*р а ^)]аг(Г, т)<А (1.21)

■’(0)

Обозначим

ЕЧТ, ;(хр 0] £*(0; K.[Uxk, (); =(х,. -)]аг(Г, = К. (/, ֊■)

G[Ttc(xk, = £։-[;(xt> f); ; (xk, .)| a r (7\ t) = Rt (/, t)
(7=1. 2)
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Ядра сдвиговой и объемной ползучести А((/. г) связаны с ядрами рслакса- 

цнн /\\(/, т) с помощью интегрального уравнения вида

£(4 ֊) = I Л (а, •)£(/, 5) (1.22)

Пусть мера сдвиговой или объемной ползучести имеет вид

С (/,-.) = ?(7)|1-е-П₽<гн-иг)г] |

Тогда ядро

К(1, -.) = ֊£(/>4

(1.23)

(1.24)1 Ч-С(/, .)

будет вырожденным

Л'(/, -.) = Г։(/)Ф1(т) Ш)Ф2(т) 

где

Г։(0 = £(О; Ф,(^) ֊- ֊ Г=(0 £(0е'’мп/
£-՝(“•)

ф։(")=-[?е) + 7вг(т)?е-)|е’р(П:

В этом случае интегральное уравнение резольвент։ /?(/, 1 ). получае­
мое из (1.22) при опускании индексов /, можно свести к дифференциаль­
ному уравнению второго порядка ։ переменными коэффициентами 

>Ц(': {таг(0[1 + =0 (1.25)
I атЮ] О(

при начальных условиях 

- -֊ £'(՜) - - £(•>-) =т2:֊Ч-.а7.(--)£(-.)?^) (1.26)
£(Т)

I А<(Т, г)=Й(:, -.)-£Чъ х) =

I =- -(аг(т)[£е)?(^)Г 7ЧС)£(т);(т)[1֊£(т);(т)| (1.27)

Решение уравнения (1.25) имеет вид
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КЦ. 4Дт) (1.28)
•։

где

<”(*, -) = (пг(х) |1 4- £(51 (1.29)

А (-.) = _ V = ;^г0) И՜)[1 £(-)ИО1 (1.30)
£(-)

/4:(0-€^4-;«г(ОМО?(^ (1.31)

Н {'изотермическая деформация составной трубы

Рассмотрим длинную двухслойную трубу, внутренний слой которой 
выполнен из упругого материала с характеристиками 6*„ V,. 

а,, , наружный (б г г£ с)—из неоднородно стареющего в радиальной 
направлении вязкоупругого материала с коэффициентом линейного тепло­
вого расширения аа < а։.

В такой составной трубе при однородном температурном поле Г(О “ 
— Т„ 4֊ ()(/) за счет разности коэффициентов линейного теплового расши­
рения возникнет плоская осесимметричная деформация. Обозначим пере­
мещение контактной поверхности г = Ь через /.(О, а давление па этой по­
верхности =г = —/’(О- Внутренняя (г а) и наружная (г — с) по­
верхности свободны (п> = 0).

При переходе через контактную поверхность компоненты з, и £- 
должны изменяться непрерывно, а компоненты з_, з. и г, могут из­
меняться скачком.

Функция изменения возраста х(г) известна, так что £ = £(г, I) — 
֊ р(Т)/4 х(О найдено. Требуется найти закон релаксации контактного 

давления /•*(.').
Напряжения и радиальное перемещение для внутреннего слоя грубы 

определяются с помощью известного решения Ляме

Ь‘ — а՜ \ г- / О* — и \ г՛'

2О| (/»՛— Ц-) I Г
(1.33)

Учитывая, .то при г — Ь иг - /.(О, найдем связь между радиальным 
перемещением л(О контактной поверхности и давлением 1>(1) на этой по­
верхности
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МО = “ -“ отНг- Р(0-г И + (О <1.34) 2и։ (о՜ — а’)

Для наружного слоя (Ь г с). принимая условие несжимаемости 
'(•')“ 0. получим

։, ։ =֊. Щ. 4- 12. - 3»Л(/) 
0г Г

(1.35)

Интегрируя дифференциальное уравнение ( 1.35) с учетом условий 
г при г-=/л для перемещений С получим иыраженнг

3 Ь-
7’9 + ’։И +

а'Ь* +(1-2-^ ^(0
г/ 2б’։(6’-а3) г

Отсюда найдем

и.
Ь ~ Ъ“ + а|(1 I *») -г

2 г’ г

ои.
։г=------

0г

а Ь՜ - (1 -2^)6* Р(1)
•2й\(Ь։-а։) г՝

< 3 3 1г ..<уз3+2֊-7-м^
аЧг • (1 ֊ 2Л)Ь< Р(р 

2С։(6- —а=) г

(1.36)

(1.37)

С учетом ( 1.36) и (1.37) получим

. - [з,.. _2М1-=
Г- (,ч(Ь֊а-) Г-

--1[Л6(о-вр(п] (1.38)

Л [3>г-2мI+ ՝,)]«>’; в֊֊- “7^ 7՛ (К39)О։ (о’—а )

Н.։ о< нонанин (1.20) находим

^-^6-:|Г;;(г. /)](5,-х.)֊

Н'1 ’(п ”)]|։.(р. ••) ~ (г, -)] Я[։(г. /); :(г. -)]аг( 7’. -) </-

I ՝”°>
(1.40)

( у՝։ек)м (1.38) лыражгннс ( 1.40) представим и виде
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= [zs(z)- r;4-(r’ -

t
f [z<e^ + gPb)j-^lb •(f-.z2J-/?[;(r, /);=(г. ^]«։.(Г.-)Л (1.-П) 
’ r'

-t(0)

11з условия равновесия

àzr
or r

получим

or= ֊ P-----^dr-P(t) (1.42)

l

Отсюда, учитывая, что при г = t <з, — 0. получим

*
\Zr dr= - Р(/) (1ЛЗ)

,; г

Если теперь разделить выражение (1.41) на г и проинтегрировать в пре­
делах от b до с и учесть ( 1.43), то получим

t 
J^Ï^-lAdd^BPmCÎM 1՞ [Л8(-)+5Р(т)]й(/, ,)rf: (Î.14)

Здесь

G.(Z)- i’j&LnAkîÆrf,. (1.^/
J P ь

GATi /?t?(r,O; -(<. -)]</<■ (1.46)

b Г

При заданной температуре 0(0 закон изменения давления Р(0 опре­
деляется из интегрального уравнения ( 1.44). При се, — п. и v, = û.5 j|j 
(1.39) следует, что А = 0. В этом случае интегральное уравнение (144) 
приводится к однородному уравнению Вольтерра, которое имеет только 
нулевое решение Р(0~ 0.

Численный пример. Рассмотрена составная труба в однородном темпе­
ратурном поле ’/’(/) = 7\. 4 0(0. где
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7, = 9°С. 0„ = 8ГС, г, = ,7 сут, т. — 20 сут.
Характеристик» составной трубы выбраны следующие:

G\ — 0.769-10е л«;слг — 0.3, — 0.5

-12-10 ’’ град я2 = 7-10՜" град 1

Ь‘а = 1.02, с/а-1.5

Характеристики вязкоупругого .материала приняты ио зависимостям

£•(-) = £•„(1-е՜’'), С(1. =
К ?0) ֊ С.+ ‘-£; =1 — е

-,2-10л кГ.слг. / -0.03 сут 7 — 0.026 сут

Со =0.9-10 5 см՜: к Г, С = 4.82-10՜՜ (см2: к Г) суш.

С,(/) и С..(/) в формуле ( 1.11) приняты постоянными, имеющими зна­
чения С, = 3.98; С. — 98.82.

По результатам численного решения интегрального уравнения (1.44) 
построены графики изменения давления ^(0 Д՝я следующих трех случаев:

1. Материал на ружного слоя трубы г с) однородно старею­
щий. Влияние температуры на свойства материала не учитывается (кри­
вая I на фиг. I).

•Фиг 1. График изменения давления на контактной поперхностн дпум лонпой труби.
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2. Материал наружного слоя трубы однородно стареющий и учиты­
вается влияние температуры на свойства материала (кривая 2).

3. Материал наружного слоя неоднородно стареющий. Он состоит из 
двух одинаковых по толщине слоев, один из которых (внутренний) имеет 
возраст 50 суг. а другой — 7 сут. При этом учитывается влияние темпера­
туры на свойства материала (кривая 3).

Из приведенных графиков видно, что учет влияния температуры на 
свойства вязкоупругого материала приводит к существенному ускорению 
релаксационных процессов, а учет неоднородного старения к увеличе­
нию величины давления.

Московский инженерно-строительный 
институт ям. В. В. Куйбышева Поступила 12 X 197Տ

Դ. II. ՎԱՐԴԱՆՅԱՆ. Վ. Ի. ԴէՏ1'1Պ

ԱՆՃԱՄԱ11ԵՈ- ԾԵՐԱՑՈՂ ՆՅՈՒԹԵՐԻ ՋԵՐՄԱՅԻՆ 11ՈՂ₽Ի 
ՏԵ11ՈԻԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

I) . մ փ ո փ ո t մ

Անհամասեո ծերացող նյութերի ոոգրի տեսոէթյան և ջերմ ա-tint մանիա­
կային ան/պողիս) չի Հիման վրա ստացված են տնիղոտևրմ իկ ապրի տեսու­
թյան ! իմնական Հավասարումներր, "I ոնցում Հաշվի է առնվում նյութի 
առաձգական ե էլեււյոգիական մեծ tit///անների կս/խվաձ ոէվքյունր Հասակից 
և ջերմէէէ.թ յունից։

Դիտարկված Լ ոչ ստացիոնար 'ջերէ! աչին գաշտում գտնվող անվերջ եր­
կար երկշերտ խողովակի գեֆորմացիայի խնգիրր, երր շերտ երից մեկր պատ­
րաստված և աոաձգ/ոկան նյութից, իսկ մյուսր—անՀամասեո ծերացող ւ/ողրի 
!ատկաքէյւսմր սմսւված նյութի՛ց։

ON THE THEORY OF THERMOCREEP IN HETEROGENEOUSLY 
AGEING MEDIA

G. S. VARDAMAN. V. I. GHETRIK

S u m m а г у

The initial equations of non-isothermic creep considering depen­
dencies of elastic and rheologic characteristics of a material on age and 
temperature change with time are obtained. These equations are based 
on the creep theory of heterogeneously ageing media and on the 
thermal — time analogy.

1 he problem of deforming an infinitely long double walled pipe in a 
non-stationary temperature field under condition when one of the layers
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։5 made of an elastic material and the second one — of a heterogeneously՜ 
igeing material is considered.
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