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НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ РАЗЛОЖЕНИЯ 
ПО ОДНОРОДНЫМ РЕШЕНИЯМ ДЛЯ ЦИЛИНДРА

Одним из обобщений метода Фуры- разделения переменных на зада­
чи теории упругости является метод однородных решений [ 11. Проблема 
нахождения этих решений сводится, как правило, к несамосопряженной за­
даче на собственные значения; получаемые при этом собственные функции 
(однородные решения) оказываются комплексными и неортогональвымй, 
поэтому для обоснования метода приходится исследовать вопрос о разло­
жении по однородным решениям (или родственные вопросы полноты си­
стем этих решений).

Впервые георемы разложения по однородным решениям были полу­
чены в работе 12| для прямоугольной области. Дальнейшее развитие про­
блема получила в основном в связи с построением асимптотической теории 
пластин и оболочек [3]. Из работ, посвященных исследованию систем 
однородных решений для цилиндра, автору известна лишь заметка |4|. 
где авансированы результаты, полученные методами функционального 
анализа, для случая, когда на боковой поверхности цилиндра отсутствую; 
перемещения.

В настоящей работе исследуются условия, при которых формальное 
решение, получаемое с помощью соотношения обобщенной ортогонально­
сти Шиффа [5, 6|. фактически удовлетворяет краевым условиям на тор­
цах цилиндра. Работа является развитием статьи [2], как п смысле тема­
тики, так и в смысле применяемого математического аппарата.
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1. Постановка задачи и формальное решение. Рассмотрим сначала 
изотропный однородный цилиндр единичного радиуса, описываемый в ци­
линдрической системе координат (р. ф, х) неравенствами 0 р 1.

-ос <2 л 0, и предположим, что на боковой поверхности цилиндра от­
сутствуют напряжения.

Решение, уравнений теории упругости, оставляющее боковую поверх­
ность цилиндра свободной от напряжений в отвечающее условиям убыва­
ния на бесконечности (х-к — ос), может быть в осесимметричном случае 
построено в виде суперпозиции однородных решений

ш (р, х) - Со -г У ' Сл»*(р)е₽1г

(1.1>
“ (?• -V) = (26) 1 У ‘ Сл *4 (р) е₽*



= (?, л-)֊ (2б’г։ \ус^.(Р)/;Л

(1.1)'
X X И <’ / X Р^Хи (?, х) С кик {[•)(•

где {.*/, 0. 1^} —вектор перемещений: “хр> а.г — составляющие тензора на­
пряжений; знак суммирования распространяется на все корни /Ъ. урав­
нения

։(/>) .2(1-,)/()») р։(/3(р)+ /(/•)! = О (1.2) 

расположенные в правой полуплоскости (Л ±: I, г!г 2,...);

«’* (?) = «’* (рк> ?), т. (г,) т* (рк, у)

3л.(?)=3*(р*» ?), «;(?) = ^(Рр?) (1-3)

2 Изйесгйя \11 Армянской ССР. Механика, № 5

(Р> ?) = Л (/>) 7 о (р?) ~ ?Л (р) 71 (р?) - 2 (1 — *) Р ’ .Л (р) Л (Р?)

** (р. ?) = Р 1:71 (р) 7о (р?) — 7о <Р) 71 (р?)]

'я (р. ?) = рА(р) А (р?) Ь р:7: (р) Л (м) — 271 (р)/о (рр)
“’(р>р) : ?/1(р>7о(р?) /о(р)71(р?) 2(1 7)р ’ 7։(р)71(р?)

О'. V — модуль сдвига и коэффициент Пуассона материала цилиндра. За­
метим здесь, что распределение корней р- дастся следующей асимптотиче­
ской формулой [7]:

Р *-<•- +у 1п (44-). 4-+» (1.4)

Однородные решения (1.3) удовлетворяю! соотношению обобщенной 
ортогональности Шиффа [5, 6], которое может быть представлено в форме

1
(ч (?) (?) — (?)='՛ (?)1?^Р = и, 0, ±1, ±2,... (1.5

и ,
где д.„; — символ Кронекера, и введены обозначения для однородных ре­
шении. соответствующих корню/Л. = 0 уравнения ( 1.2)

Щ0-^зи = 1, то?. О, н0 = — Ч (1 -г V) 1

Известно, что с помощью соотношения (1.5) коэффициенты С. могут 
быть найдены в явном виде, если на торце цилиндра (х = 0) задаются так 
называемые «перекрестные» граничные условия: то есть либо величины 
ю н г. либо о и и. Рассмотрим здесь первый случай (втором рассматри­
вается аналогично), именно, пусть

и’|,-0= ^(?). 4.0= ПР). 0<р<1 (1.6)

Формально перейдем к пределу в (1.1) 2
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«’(s 0)=Со - У'Сл(Я « 1Г(?)
/с

•(?. 0) - V'C*tJ?) ֊ 7’(Р). 0<р<1 
*

юмножим эти равенства соответственно на — o,.,(p)j» и тл(р)р, сложим и 
проинтегрируем по '< [0, 1 |. После перемены порядка суммирования и 
интегрирования, используя соотношение (1.5). получаем

I
Сь = &՛ (:) ֊ ։,.(։)]1dl, к 0, ± 1, ■ 2,... (1.7)

п .

Формулы (1.1), (1.7) дают формальное решение поставленной задачи.

2. /Урсоорозованне форлыдычого решения. Рассмотрим последователь­
ность контурных интегралов (см. ( 1.2) )

i$r(₽)rfp՛ (2.1)

-где

Г(р) = - З*(р. ;)«.*(д, ’(р) (2.2)

Л(/>)-(1-'>)р 2У?(д)з(р) (2-3)

Ln -контур, состоящий из отрезка мнимой оси L՝,՝,՝. замкнутого впра­

во полуокружностью Lr'} большого радиуса /\„ - ( п ~ 
101

В силу симметрии поведение функции (2.2) на дугах Z.« достаточ­
но исследовать лишь з первом квадранте. Используя асимптотические фор­
мулы для функции Бесселя в комплексной плоскости, можно получить при 
arg(p)r(3., - 2) и любом а£(0, ~/2):

Л(/з) О(/гехр[(2 — ; — р) ip 4-лр|), р- (2.4)

При arg(p) ДО. ’] можно воспользоваться имеющимися в [8] опенками 
для функции s {р}, из которых следует, что 1/ (/>)[ убывает при п — 
на дугах L.՜' за счет сомножителя с'՜'. Полученные оценки позволяют 
заключить, что

y՝'(p)dp-^ при п֊* ос

если р — | < 2. х < 0.
Подынтегральная функция (2.2) в край.-.. д^..плоскости имеет полю­

сы первого порядка в точках /л. и полюсы второго порядка в точках лл՛, где 
л>. — положительные корни уравнения

Пптсгрированке производится протии частит стрелки.
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Л0֊) = о

Учитывая (2.5), перейдем в (2.1) к пределу при й— оо. Используя теоре­
му Коши о вычетах, после некоторых выкладок получим

МО «’Хг(?)еР' б'*1

-^7“—~ | е ** -I — \ 5*п Сад)3*("Л ?) «’* (/у. ?) ՛ 07/) (2-6)
2(1—>) I о

В «вую часть этой формулы помещены вычеты в точках р*, вычисленные 
с помощью равенства

— Д (/;) — &
«/р р р4.

которое можно проверить, найдя по формуле (1.5).
Рассматривая теперь контурный интеграл (2.1) от функции

Г(р) = и* (р, ;) ад* (р, ?)«՛՛”’Д’ (р) (2>7)

можно получить

«и (?) ^0 (?) -%՜ 1 г ' ик (;) н’к (?) е ՝՝ 5*՜ * =

= ֊ -^- у (Ц) /. (».*■) Уо (>•*?) ‘' - (2-8»
1 — V

— ֊-!- з'ш (ху) и* (ф, :) ш* (:у, ?) ' 1 (///) Му

ч

Отличие от исследованного выше случая (2.2) (2.6) состоит в том. что 
в левой части этого равенства учтен еще полувычет от полюса первого по­
рядка подынтегральной функции (2.7) и нуле.

Домножнм теперь (2.6) па — И (£)>, а (2.8) на 7 (В.)$, сложим и про­
интегрируем по ; £ [0, 1|. Из-за наличия экспоненциально убывающих 

.. 'к* Рк* . / 4 , ч Vсомножителей е , е (см. (1.4) ) в полученных равенствах может 
быть переменен порядок суммирования и интегрирования (единственным 
требованием для этого является интегрируемость функций Л' (р) и / (р) 
по Лебегу). После этого во внутренних точках цилиндра для перемеще­
ния а?, определяемого (1.1). (1.7), оказывается справедливым представле­
ние

__1
2(1-֊л

(и>п ֊ ™։1։) Л»|у, х<0, 0<?<1 (2.9)
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гле w,(f„ х) Д,[1Г]+
fc-J

А-1

*) VFt|r]/<,(Mxe'‘T 
Л-1

1 «։•■
w,v (р, л) — ( IF (;) :</: J sin (ху) s* (iy, ;) w* (iy, p) A ՛ (///) idy —

О и
1

-7 1 'Z’(’) ( sin (xy) u* (iy, «) w* (iy, p) Д 1 (iy) idy
6 о

« введены следующие обозначения для коэффициентов рядов Дини и 
Фурье—Бесселя функции f(p)

I 
^[/]-2 j/G)^ (2.10)

и
1

£4/1 2/о ՛ ('*) \ / (:) 7о (М) 
и

1
/ч[/1 2Л ’(М |7(0/.('■*!)5Л. Л = 1, 2,... 

о
Аналогично для напряжения т имеем

"՛■’ х>= + х<0, <2-п>z (1 *)

и (?, ^) = У Л[Т]/։(>4?)в И
Л-1

4J (?, х) = V /■; [ Г] (/<,)хХле *
Л=1

5,„(f, х) ֊
Л-1

1
'jv (?• *)=; (sin °* ■* д 1 idy

и О
1

-----!- \ ■/'(;) sin (л-1/) u* (iy, ;) w* (iy, о) A ’ (iy) idy 

о 0

.20



3. Исследование формального решения. Далее под рядами Фу оье— 
Бесселя и Дини будут пониматься ряды по ортогональным с весом р пол­
ным системам функций {УД'чр) и [(', /о(Лл?)!։ «< 1,2,.... р[О, 1].
Обозначения для коэффициентов этих рядов даны формулами (2.10).

Центральное место в настоящей работе занимает следующая

Теорема I. Пусть
а) функция IV'(р) является абсолютной непрерывной (',9], стр. 226) 

на промежутке [ 0. 1].,
Ь) а 7’(>») — интегрируемой (по Лебегу) на I О. Г :

тогда для решения (/./) в виде ряда по однородным решениям с коэффи­
циентами (1.7) краевые условия (1.6) выполняются н тех точках •• 
(0.1). где одновременно:

с) ряд Дини функции IV'(р) сходится к IV (о),
*1) ряд Фурье—Бесселя 7՝(р) сходится к 7’(р), 
е) ряд Фурье Бесселя производной IV" (р) сходится.

։) ряд Дини первообразной 7**(р) -= 7'(р)б/р сходится.
II

Доказательство основывается на исследовании предельного перехода 
х —- — 0 в представлениях (2.9), (2.11).

В силу условии с). ։1) по признаку Абеля равномерной сходимости 
рядов заключаем:

Нп. ш։(р, х) = ^(?) (3.1)
а .-О

1։т*((р, х) Т(о), о<^р<£1 
х -• - И

С помощью оценок типа (2.4) при р Ц! легко доказать, что для интегра­
лов Ю|У и выполняются условия теоремы Лебега о предельном пере­
ходе под знаком интеграла ([9], стр. 142) при р < I, поэтому

Гип ш։у(р, х) == Гип "|у(?, -у) ~ О, Р<1 (3.2)
О ж- о

Условия а), Ь) теоремы позволяют преобразовать интегрированием • 
но частям ряды «’||р 'щ

«!|։1(ь х) = - у а[т»]Л(^)х^>՝‘

•ш(?> *) ֊-- ֊
*--г!

Члены этих рядов также, как и ряды и ')։, представляют собой про­
изведения слагаемых рядов Дини (Фурье Бесселя) на варианту

■аДх) — — х'-^е , которая обладает следующими евойстпами:
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во-первых, при любых натуральном к и х<^6: 0<^ а*, (х) < е ' , 
во-вторых, «1; (х), как функция натурального аргумента к, монотонно- 
возрастает при О — х 1 и монотонно убывает при Л - х

На этот случай легко может быть обобщен признак Абеля (101, кото­
рый совместно с условиями с) 1) теоремы показывает, что для рядов 
и’п. 1п и “и,1н допустим почленный переход к пределу

п’11, ||| (։'> *)> 41, |||(?» *)-*0 при X------0, О<0<1 (3.3)

Формулы (3.1), (3.2). (3.3) доказывают теорему I.
Замечание. Поскольку при '՛ (0. 1), как известие [11, 12|, ряды

Фурье- -Бесселя и Дини ведут себя в смысле сходимости так же, как три­
гонометрические [13|, для выполнения условий с) — I) теоремы 1 доста­
точно потребовать, например, чтобы в окрестности точки (.0, 1) функ­
ции И' (п). Г(р) удовлетворяли условиям Липшица с показателем 
<(0,1].

Кроме того, укажем (без доказательства) еще на одну возможную 
формулировку теоремы разложения:

Теорема 2. Если функции й '([>) и Т(р) имеют ограниченное пол՜ 
ное изменение на промежутке [0, 1], то

1нп тг ('>, л) 1^1?), 0 .< [• < 1

0, р = 0
Иш т ([/, л) ~
*— о -1Г(? ֊ о» г(Р֊ о)|, о<Р<1

4. Случай конечного ии шндра. Рассмотрим теперь цилиндр конечной 
высоты (—I < л< ') со свободной боковой поверхностью, на ториевых 
поверхностях которого заданы касательные напряжения и нормальные пе­
ремещения, и предположим для определенности. что деформация является 
симметричной относительно плоскости х = 0. (Антисимметричный случай 
•рассматривается аналогично, а общий - как наложение упомянутых двух). 
Итак, пусть

Ч ; - ’|х- I = 7 |-ь

В этом случае решение задачи можно разыскивать в виде 
(1.3))

О с < 1 

[6] (см. (1.1).

х)
/

Т V ' С\.иц (р)зЬ р.х/ь11 рк1

՛ (?, *) = X (ЧчЬ р>1 
к

(4.1)

При такой форме записи решения после повторения выкладок пункта 
2 оказывается, что неизвестные С- даются тон же формулой (1.7). что и 
для полубесконечного цилиндра.
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Для исследования предельного перехода преобразуем (4.1) к виду

«’ (о, х) - - w . .(?, л*) х), -(у, х) -«(?. л) ՛.(?. -V) (4.2)

введя обозначения

Со |
* I а* (.V)

Рк(х /)
_ . .. . . I <? I

<h-(x) — е’' sli pAx;sh pkl

Учитывая (1.4) и асимптотику

tlk (л-) = О(ехр [ - р. (л- - /)]), к —

можно показать, что ряды «»/։ сходятся равномерно, скажем, при 
0\х<_/. Поэтому, в силу очевидного свойства «?*(/) - 0, заключаем

to., —♦ 0 при х — / 0, 0՜< р 1 (4.3)

Первые слагаемые в (4.2) совпадают при замене х—I на х с пред­
ставлениями для соответствующих величин в полубссконечном цилиндре. 
Их поведение при приближении к торцу определяется теоремами I и 2. Учи­
тывая (4 >), заключаем окончательно:
рслум ;։1ты теорем I и 2 распространяются и на случаи конечного цилин­
дра.

Автор благодарит Я. С. Уфлянда и А. С. Зильбёрглента за прочтение 
рукописи и сделанные замечания.
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IL Ն. «ԱՍՏԻՆ

Դ1.ԱՆ1» 2ա1ԱՐ (JUS ՀԱՄԱՍ ԵՈ- 1.111*ԾՈԻՄՆեՐԻ ՎԵՐԼՈ1։11ՄԱՆ 
II I՛ ՔԱՆԻ PbnPbUbbP

Ա մ՜ փ и iji n i մ

Սպասված թեորեմներում ուսոէ.մնաււիրվեք են այն պայմաններդ ւէր/ւնյ/
•//.Ա/դում ազատ կււղմնային մակերևույքէով համար ա/Լաձզակա
նությսւն տհսութչան հավասարումների րէւծումր, որր կաոույյվեյ է րստ '■•ս- 
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մասհո ք ու ձ nt մն l.p/t շարրի տեսքով, puitfiupiuptitd ft էքլանֆւ IfiJphp/i 'Լ{,ա 
եղրա յին պայմաններին։ Շ արրերի էքործակիցնևրր որոշվում են Պ. //.. <7/г^Д 
րնրյ Հանրացված npfi .էէյոնւպուՍ յան հարարերակցու^յուննԼրի օգնւււթյամր։

SOME THEOREMS ON EXPANSION INVOLVING 
ELEMENTARY SOLUTIONS FOR THE CYLINDER

A. N ZLATIN

Summary

The end problem of the clastic cylinder is considered. The solution 
is assumed to be a series involving elementary ones for the cylinder 
with a free side surface. The limits on the realization of boundary 
conditions are obtained.
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