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Л. А БАБЛОЯ11, А. А. ЕНГИБАРЯ11

О ДВУХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ КОЛЬЦЕВОГО СЕКТОРА 
С ТРЕЩИНАМИ

Общее решение плоской задачи для изотропного кольцевого сектора 
граничные условия которого заданы в напряжениях, было построено в ра
боте [1]. Решение этой же задачи для ортотропного материала приведено 
в работе [2], Сжатие кругового кольца симметрично расположенными 
(внутренними или внешними) гладкими штампами со смешанными гра
ничными условиями рассмотрено в работах (3, 4, 8, 9|. Задачи для круга, 
ослабленного внутренними или внешними радиальными трещинами, при
ведены в работах [10, 11. 12]. Аналогичные задачи для кольцевого секто
ра, .’сдавленного внешними трещинами, рассматривались в работах [5, 14].

В настоящей работе приводится решение двух задач теории упругости 
для вращающегося кругового кольца: а) контактная задача для двух кру
говых колец из различных изотропных материалов, насаженных и частич
но (симметрично) сцепленных друг с другом: б) задача для одного коль
ца, ослабленного симметрично расположенными внутренними и внешним.։ 
радиальными трещинами.

Решения этих задач строятся единым методом ] 1] и после удовлетво
рения всем граничным условиям и условиям сопряжения сводятся к реше
нию кваэивполне регулярных бесконечных систем.

§ 1. Рассмотрим контактную задачу двух кольцевых секторов из раз
умных изотропных материалов, соединенных друг с другом по и одинако
вым участкам, расположенным симметрично вдоль дуги окружности 
(фиг. 1). Достаточно задачу решать только для заштрихованной части об- 
л.к.и, удовлетворяя при этом условиям симметрии

0) =-}'’(/. гх) 0, 0) ֊֊ ~) =о. (7 1,2) (1.1)

I раничные условия рассматриваемой задачи имеют вид

I

пе'՛ ({х, <?) = > (';) = V 81П з* ? (0 ? <- ?1)
*. I

Ье1- =</' (1:, '?) = //> (?) V со.ч (1.2)
А- 1
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(t2, c) = g{2' (r) V sin a* ■?
4-1

*<40, ?)= =i2‘(0, ?)-<). .<”(0, ?) = f'(0. ?) = 0,

На линии /=0 (0 ?<- ro<Cfi)

Фиг. 1.

должны удовлетворяться условия 
полного контакта двух материалов

и<п (0, ?) = цМ (0, ?)

*<։)(0. ?) = з<2։ <0, ?)
о”>(0. ?) - о’2Н0, f) (1'3> 

?) = ^‘(0. с)

Решение задачи для каждого 
кругового кольца ищется в виде [1]

Г(0(С ?) -6<0 (04֊

4 V ‘Fx"(/) cos 
к J

4- £Ф1”(®)со5Й'՝/ (1.4)
t-i

где

ФГ (?) = Л&ь #՛ - ?) sin (?, - -) + < sh Й'։ (?. ՛ ?) sin I 4֊

4՛ С*1 sh ?՛/’ ? sin (?։ — ?) + D'i!' sh /i1 ? sin ?

'l7)'(6“£’/"sh’it(f1֊0sh(Z, ()-֊G*’shM6 '>shl

+ Й'1 sh 2kt sh (Л - t) 4֊ sl. «tl sh t (1.5֊)

b{‘՝(t) = ^e՝ + b^te-'-v^te'

при i~ 1, O .>7</2 при z'=2; s,_ П

՛/՛— Ja
ii

» t = In — 
о

/j = — In — » /o In —> ?։ — —’ n > 2 
a b n

п—число участков соединений двух материалов. Случай п — 1 получится 
после решения задачи предельным переходом.

Напряжения и перемещения с учетом инерционных сил выражаются 
через функцию Эри следующими формулами |7];

()F г 2>. 4- Зр . 
dt 4 (/.-֊2ч)

. dF '2/. 4- р ■.-----------------------------рок՛/-" 
dt 4 (л |- 2;i).
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х=——> -------—• /. ------- —--------- н =---- - ----  (1.7)‘1-4 '1 2(1-7) (1֊Н')(1 2*0 2(1 О

р - плотность .материала, V — коэффициент Пуассона, <՛։ — угловая ско
рость вращения.

Удовлетворяя граничным условиям и решая полученные системы урав
нений относительно коэффициентов разложения, имеем

- С^= Ж = О

Не'\ яЬ аАЛ՛ «И 6 = Ек зЬ Ях./,- бЬ 6 = 
/ 1 о\

зП I. ֊ М® зЬ »?<

= Л/^’зЬ։^֊

где

= ^’(1 ад cth ^6 +cth 6)^ -/*?

Мм =։*•(!-- ik cth a,/,- — cth Л) gg — ’ (1.9)

AVi'■= sir ax/,• aislr/<

При атом свободные члены разложения (1.4) определяются из следующих 
уравнений:

26,՛,%'՛ ՛ 61%՜''- J'՛՛ !

24»1+б'՛" - д2''!?'1'՝ f.՝u!°՛ й’=°

Вычислим значения перемещений на линии / - 0

2(1 V2) ' -
(ft ?)=Et ДЕУ hi ~ sin 3₽?

2(1 >2) “ — —
w(i,(o. ?) = —n—1' [v1 4.) + cos w

Z-i p— 1

(1.Ю)

(1.11)

-^■>(0)
8 (/., ֊t֊2’1.)

где
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<’î ■ ■ 1 ) /,< = -- ?„■). («; -1) g,, = ъ (^g,., - /„,)

£ 4'1 (!) = (1 + VJ J[2 (1 - 2v() tJV - M'՛ e '] + (1.12)

2>-î + 3«i. , ti—t (/=-=1. 2)+ 4^₽(1-^“h‘ + * W»Ve ] (f=|>2>w

’•/. ^Pï Rpi ~ - gpl) ('■&’ '.iV)4-(W?2 — #p2) ('ïï 'ÏÏ) 4՜

4֊^(«^) + ^(«-^)

~ (&>!л — gpl) ('i՜։՝ + >•??) — (a^/p| — gpZ) ( 'yj 4՜ ' !■՝«) - - 

֊^(>S4^)֊5P2(^+i-i?)

Л == (*,/pl - gp})^!-^pfp. - g,2)>ÏÏ 4- 4֊ gjÿ (1.13)

^plQ>>2 = (xpfpi — gpi) ^ÿi — (ap/p2 — gpj 4- gp^pi 4- ^î'-pï

'pi '-fp sh" /,■, (J.p — 1) ՝/-„> — sh ’^֊pti ch a,,/. ap s h (, ch Л —

(’^ — 1) 'Й ֊- ’₽ ch Xpfi sh t{ 4՜ sh tpli ch ti, ' p] = sh sh I,-

'pS ~ ^p ch iPti sh ti — sh ipt,- ch ti, t 'pb = sh ?.„// ch a.,// — ap sh h ch f. àp>

Вводим следующие функций

\(r) =/oi -V 7ptcosapç.» •*(?)—^ g^sinsp?, (/: = 1, 2) (1.14) 
p-֊l p-\

При этом напряжения, действующие на дугах окружное той t — 0, в 
силу (1.12) будут выражаться через приведенные напряжения (1.14) соот
ношениями

Л(?) = ’ДТ)+ Ç Х(*-?Н—Z(z) I,1. г4„ 
. ՛ ?i I ֊' ֊ ՝֊-. uо

Отметим, что перемещения (1.11) выражаются через приведенные на
пряжения п,..(<| ) и TlV(q) более простыми формулами, удобными для даль
нейшего применения, чем если бы они выражались через контактные на
пряжения А,-(<| ) и £>:(ф). Эти функции вводятся с целью, чтобы регуляр
ные части (вторые слагаемы!.) в формулах (1.11) для перемещений были 
бесконечно диффереииируемымм функциями.

Из формул (1.1) и (1.14) следует также, что
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(1.16)
о и

Удовлетворяя теперь условиям контакта (1.3), для определения ком
плексного контактного давления

р(х) 4 ^(х) з(5’(х) (а-), (|х|<<?о) (1.17)

получим сингулярное интегральное уравнение с регулярной частью

С
^(:-) = -/(;), (— г<5<с) (1.18)

где

/(0 = X '՝2 (сс.ч р\ -г г0,;2 51П ;к) — о։ (Кру сон р; 4՜
/>-։

С 
ь։п /к) ; ֊1 =: ) с/-.',

о
(1.19)

>֊■-? 1 ’?]/[։-’? 1--1 I
£, £։ I/ £, ■’ £: ч

С = — , (к 1,2) 
?!

Решение уравнения ( 1.18), следуя [15], записывается в виде

₽(5) = Л/(;) ।

֊ 2££А(։) с35«П — (1.20)

где

1 »• ։ -л-у—“« —2+р
Х(1) (։։п~) ’ р!=5~1п1Т7

\ А / Л / £ • • |

Коэффициент О определяется из условия статического равновесия

£
4-; сЬ 2с?О ֊ (1 - 7՛֊) сЬ 4 сЬ с& » р (;) <1\ (1.22)
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Функция f(z.) в ( 1.19) содержит неизвестное контактное давление 
р(с), поэтому (1.20) является уравнением Фредгольма для определения 
р(Л). Для того, чтобы интегральное уравнение (1.20) свести к решению 
бесконечных систем алгебраических уравнении, представим функцию р(у) 
в виде

р (у) ֊~ + X cos ~ , f,k s։n (1-23)

где

С с
3 (.у) COS kydy, -bi= j ■:(։/) sin И/(1.24)

Из интегрального уравнения (1.20) и граничных условии на линии 
контакта для определения неизвестных а>: и получим следующую систему:

ot = £ + +
(к == 1, 2, 3,...) (1.25)

6л=֊- У btN$:) 4-
p-l

где

С
Л^1- [ [<М"5Я(։) Л^'С, (1)1 cos £:.</ = 

— с 

е
М$' f pV;1)5,('-)-'^2’C„(l)]sinZ:;rf: 

— с

ЛГД’ = [ [<W,i%(;)-LlVy’C,(;)]cos4;rf; 

—с 
с

Ni?= f [A';".s;(;)-!w;‘,c„(՜.)! sin км 

—с
Ч>Х։) « р.р1 (ада2) -ь (4 -1) lf>2(\ 4- ад

л , — [(’л О М — SaIC*’ 4՜ $2) *“ (а? — 2^ S’ (°։

-Api/V/4 = — (о, - ад г.Дйр'У?։' = м (5։ — %) -г гз)

•fV'ch -3 = WD ith с?[К (0) - 5<_, (0)] /[At(0) -г /U-i (0)]!
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-«:<?> =2г.дО!/։ЬсИА(0)-Лд-,(0)] ;1В.(0) в։ i(o)D +

sin k\d\

C\ (x) = A cos kx ֊ C -^kzd-- 
2՜ J.W’in —

, BX(x) f sin k'd՜SK (л) .4 sin kx------------ I - ------------------
2* .1^0)sin—д

r- / \ BX(x) . / s X \4(x)= ------- — Sin ՛
cos ~p \ 2 /

Каким образом, рассмотренная задача сводится к решению бесконеч
ной системы алгебраических уравнений. В силу введения новых неизвест
ных (1 12) коэффициенты бесконечных систем (1.25) стремятся к нулю, 
как О(к '■՝, ре "). Из выражения ( 1.26) следует, что p0Q'i — .тпйп(։..-'.). 
На основании вышесказанного в результатов работы [6] для коэффициен
тов бесконечных систем (1.25) имеем

ylMfff, у |Л,!1’|-0, к •» 
р=1

то есть система (125) квазивполне регулярна.
Как следует из физических соображении, ряд ( 1.23) сходится услов

но. Ilo используя решение ( 1.20), сходимость этого ряда улучшается и при 
этом выделяются соответствующие особенности контактных напряжений 
(1.27).

В качестве численного примера рассмотрим случай, когда внутреннее 
тело—из меди (£ — 10е кг/езг, v = 0.32). а наружное—из стали (£ = 
- 2- 10ь кг’елг, v = 0.27). Принято, что /։ —

9
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При таких значениях параметров комплексное контактное напряжение 
примет вид

р(х) D.. - [C(.r) AS(x)][K,(*) (1.27)

1 •„ С ~ Х • С Л'1 sin -£-֊ sin _у-

+ 0.000022 cos-—-------

V Зл"
Ks (л-) = 0.024985 sin -֊֊ 0.005874 sin ~

5х 7х- 0.0G0339 sin —4֊ 0.0000009 sin — ֊)•••• 
2 2

Имеем также

\p(x)dx 1.05238 D (1.28)

— с

а для О получаем

D - 23.48l324?։uAr 129.96447 ^а‘ 11.205104 /Ап

-23.146771 роа + 9.362577-10 — (1.29)
а

Л — сближения колен

о = «(|) (0, о) и՛՜ (0, 1 ? | <С с

И (1.28) и ( 1.29) можно получить тс значения и>, зависящие от /><,,, 
/>„: и 6, при которых наступает момент отрыва колец друг от друга. Напри
мер. если р,н = Рог — 0. и разность радиусов колец до вращения была 
и, — и. д, то тенденция к отрыву наступит при

<0 = 0.886256-103 | —сек 1
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§ 2. Рассмотрим теперь задачу для кольца, ослабленного симметрично 
расположенными внешними или внутренними радиальными трещинами, 
когда на круговых частях и внутри трещин действуют равномерно распре
деленные нормальные нагрузки (фиг. 2).

Граничные условия этой задачи можно получить из (1.2) при

<#>(?) = йп(?) = о. /#’=/£’ = о
а условие для перемещения на линии ч _ <| ։ заменяется одним из следую
щих смешанных условий:

а) внутренняя трещина

«(t ?։) = О (OCfs«,

= -(Л ?i) = — Р (» <^<?)

6) трещина, расположенная на
внутренней поверхности

Мб<?։) = Р (0</<?) .
НС?>) = 0 (?</</,)

в) трещина, расположенная на 
внешней поверхности

и(/, ?։) О (0</< а)

Удовлетворяя условию (2.1,а), с учетом (1.2) — (1.5), для определения 
/>(0 получим следующее интегральное уравнение:

С—= (-1<и«1) (2.2)
J Н - Z- J

где (/) нормальное перемещение точек берегов трещин

’Иг)=/3(.у) —/з <t/)» = arc cos (az -|- 6)

'fal arc cos (aw-j-А), 2a = cos *b3 - cos Р։л 

2b cos/jS cos /(a) g (t)

g (0 = DP(t) + (/։) С о (y) Dp (/, y) dy

Dp(t) ֊

Z/)1 (/J 2/j£j [ЗАос'՛ 4- b^e 1‘ ֊1֊ A... (1 - 2/;) e" - a (A — ape )]
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/хг,(л.-/) = 2?։1:1-^£2֊[(֊1)‘л1(1+ /?»՛՛) -№’(?г+1)со։м+ 
1-։ I ?к -г I

+ —’-[(?,(0֊<?>(«*, /, _«)//Д<։-0 ֊ </)]( (2.3)
?»дм ’

— е 4 ей 3<»1 }- Зл з։п ?։ сон ?։ 4֊ соя2

Нк (0 = «*■ як/։ [»•& вЬ «л </։ -Лей/ — Хк(։1 2)сй-ь(/։ /)я1։/]-г

֊• зй *к1х ['»*- (а* 2) сМл/вЬ (/, - () — $й ал/ей (/։ ,)]

п/ ч 1 Г зЬ(«4 —1)// зй(а*Ч-1).у
1 зй (а* — 1 П։ зй(*>+1)/։

Ьк?~ с!։3 3^'г: —соя' ?1
•1 С
р։е*Мб?1М А» ае'М/, р։)Л = Л 

о ?

Представляя решение (2.2) в виде

՛? (*) = , | °о + а* ( -)
I 1—2-1 *..и

(2.4)

для определения в* получим следующую систему алгебраических уравнений:

ам = V А„к Пк 4-^т. (т - 1. 2. 3,...) (2.5)

где 
1 1 

(1 — г2) ։2| \—uiUm{u)T|e(z)fx(u,z)d^ldz 

1
Ят — — ( I 1—и՝ит{и)/й (и)<1и (2-6)

- 1

-7„(и) ■2[ог։)«)+^"ел -у,։«, г) -го?՛</,./)
Ьгп1(и), Г;: (.՛/) — полиномы Чебышева.

Аналогичным образом, как это делалось в работах [3, 41, доказывается, 
что бесконечные системы этой задачи (2.5), а также следующей задачи 
(2.9) нс только квазивполне регулярны, но и суммы модулей коэффициен
тов ври неизвестных при возрастании номера строки стремятся к нулю, 
как 0(п1՜5՛'-).

При удовлетворении условий (2.1,в), то есть если трещина раскры
вается к внешней поверхности, интегральное уравнение примет вид
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с08р,# — СОЗ/։/
(*<*<*) (2.7)

решение которого ищется в виде

6(г) ֊
а0соз^- 0

А УР(со^й)1^~
V аР соз — 1 ----- — (/',

2J 1 соз б — соз г 
а

(2.8)
I сое Я — СОЗ г

^Д® . ■-■ч ■ ,ГЧ ՛/*'•'<

?гУ = г, и, 'АЯ (0 =.?(«)

Для определения ап получим бесконечную систему алгебраических 
уравнений

ап - V Лрг;1а., 4֊ (гп - 1, 2, 3,...) 
р—I

«<А = V В('а» -■՛ 
/>֊։

(2.9)

•где

~АРт т V $ Сп,к (а) У , (СО5 а) —

_ у — I у (соз 0) /?Ал։ (соз б) I? — б/б
?1 «-1 Д;։ О1 2

Г& = ֊ т ] '2 Лт0 + а.г.т V Й»С,пА (а) ук (соз а) - .^?<с<*а)
1-1 ?1 Ди

Л* (соз а) ֊ ( ур (соз 5) ук (соз 6) ֊-- </6

А™(ео։0)- С —----- -[(3, (аь у)Н>, „'(О.)-
J у соз 0 соз у 
о

<Л («*, “ - у) Нкт (- — у)\ <1у

Спк^) ( соз т( соз <•/<//, Нкп, (?) = \^Нк (/) соз т/Л

£0 ,-Ц К? £’ /?*՝У, («о։ «)- — у <м(пи,)
V 2 . ~1 Л к-1 Ди

(2.10)
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D - Zp(COSÛ) - J ___ s ni Z. a
*/■ - —=------------------ г I 2\_A4 AJcosa)----------

l 2 p 1֊1 к

— X' -- l Yp (cos f>) Æ\'j(cos £>) tg — d$
?1 Гл Ail J 23

4 (к — u) y, Ç| ( - - 1)* ՜1 (1 /Շ՝ ) si.n fay

IL ՐԱւ՚ԼՈՅԱՆ. IL U.. ԵՆԴ1ՓԱ1’3«1Ն

ՃԱՔեՐ11Վ ՕՂԱԿԱՅԻՆ ՍԵԿՏՈՐԻ 2Ա1քԱՐ ԿՐԿՈԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ Ս՛ԱՍԻՆ

U. if t|i ո փ ո I մ

Դիէոարկվում Լ սւ<էաձէ{աէրււնութ յսւն տեսության երկոէ. խնւ/իր պտտվող 
շրջւսնայ/էն օղակների համար ա ) մասնակիորեն իրար հարակցված երկու 
Համակենտրոն շրջանային օղակների հարթ կոնաակտային իւնղիրր, ր) սի
մետրիկ ձևով դասավորված ներքին և արտարին շաոավղւսյին ճեղքերով թու.- 
քՍէէյված օղակի խնդիրր:

Լուծէէէմր փնտրվում է Ֆուրյեյի ևոանկյոէնա չափ ական չարքերի օղնրս- 
թյամր րևեսային կոորղինատական սիոաեմում, h այն րերվում Լ սինդՈւյյտր 
ինւոեղրայ հավասարման) Վերջինս էլ փոխարինվում I, Համ արմեր րվաղի ւիո- 
վին ոեղուլյար անվերջ սիստեմով։ ներվում է թվային օրինակ։

TC “I /л ՜Ւ 1•X

շ -

■հ
Շ (y) ժմ

-т А Гг/ -• 1 fl էյ, Z)ü '(-) sin miЛто=4՜ [6xe — b<>e'I cos mtdt----------r--------
J "»?»

4 2si'1՞13 v CI (-D^'U + M11)^^ _ 2iyj(,4i ÿ)|.}(i,)rfir 

m k. i J & 4-1 ?։

Yk,(x) Pk I (л ) 4- Pk (x), Pk(x) — полиномы Лежандра.

В случае выполнения условий (2,1.6). то есть если трещина раскры
вается к внутренней поверхности, аналогично случаю (2.1, в) решение инте
грального уравнения приводится к регулярной бесконечной системе.
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ON TWO PROBLEMS FOR RING SECTORS

A. H. BABLOYAN, A. A. ENGIBARTAN

S u m tn ary

Two problems for a rotating disc al a contact problem for Iwo 
•Circular rings from different materials partially (symmetrically) bounded 
to each other, b) a problem for one ring weakened by symmetrically 
placed internal and extern I radial cracks are considered.

The stress function in the form of trigonometrical Fourier series in 
polar coordinate system is presented.

The solution is reduced to singular integral equations, later reduced 
Io a quusl-quite regular system of algebraic equations.

Л numerical example is given.
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