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ОБ ОДНОЙ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧЕ НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ 
ПОЛЗУЧЕСТИ ДЛЯ ПЛИТЫ НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ

1. Исходные соотношения. Предлагается вариационны» способ иссле­
дования плоской и осесимметричной задач о прижатии сосредоточенном 
силон /'(•) бесконечной невесомой плиты, лежащей на упругом основании. 
( читается, что между плитой и основанием касательные напряжения от­
сутствуют. а область контакта должна быть определена. Плита является 
тре.\< лейной с симметричными тонкими усиливающими покрытиями. Тол­
щина покрытия Л принимается малой по сравнению с толщиной плиты Л, 
а материал покрытия считается линейно-упругим с модулем упругости Е, 
и коэффициентом Пуассона V,. Средний слой плиты считается изготовлен­
ным и.։ нелинейного наследсч некно-старсющего материала, подчиняюще­
гося соотношениям Н. X. Арутюняна [1]. Модуль упругости и коэффи­
циент Пуассона материала среднего слоя обозначим через Е, т, а упругого 
основания — Е„ г„.

Вопросам контактных напряжений при ползучести посвящены иссле­
дования {2—15] и др. В книгах [ 3, 9, 101 содержится подробная библио­
графия и анализ работ в этой области.

Соотношения между кривизнами ֊/։-, и моментами Мц нелинейно на­
следственно ползучей трехслойной плиты при изгибе принимаем согласно 
зависимостям [14]

•/..= 4 [а ч--4^;-2^*1-

I
+ ( л*(/е0)[(1 ! н.п

Здесь о,-, — символ Кронекера, 4 12 ЕЛ3, '2М՜" = М.\ - М,,'։

I • м; = ми О[(1֊^)»,.+ъ^.\, (1.2)

Оу — у х Г1 Г> 4 _ 1" о I 6___ ^0 /-1 0 4
хи /3 /1'Г. , 1 (13)

Л (тп ֊у 2) Л

А'о ]•' Мм — 2>Л7п М->2 — Мта 4- 2 (1 ֊г >) (1.4)

з ядро ползучести [1]
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Л-(6 -.) = ֊ 4-?(-)[։ ֊ е՜1*'1] (1.5)
О':

При этом <|(т) учитывает старение материала при постоянном модуле 
упруго-мгновенной деформации. Согласно экспериментальным данным 
К. С. Карапетяна [15]. относящимся к тяжелому бетону.

с и* 
₽, - 0.999995. |$; 0.000005 — > т = 4

К1՝

^(-)= — — - + С; С = 0.28 10՜5—» А. 4450 10՜3 —
Ь ֊1 ■ -2 ՛ кг кг

6= 3030 дн, •; =0.03; Е-2105֊^ (1.6>
СЛГ

Аналитическим представ гением ядра ( 1.5) хорошо описывается также пол­
зучесть полимерных материалов.

2. Плоская задача, Рассмотрим цилиндрический изгиб сосредоточен­
ной силой Р(/) прямоугольной плиты (балочная плита) на упругом осно­
вании (фиг. 1) Длину неизвестной переменной во времени контактной об­
ласти обозначим 2я(.՛), а прогиб плиты (осадка основания) — 5У(х, »')• 
Тогда реактивное давление основания и случае плоской деформации бу­

дет [ 161

՛<(') ди» (:. /)
<7;

2г. (1-֊* I аЧО
— (2.1>

-«(О
Для цилиндрического изгиба плиты (фиг. I). 
систему координат (х, у). будем иметь

принимая прямоугольную

?(»)

а#)
Фиг. 1.

\ 0 (2.2)

Из ( 1.1), (1.2) и (1.4) получаем

//у = ՝>лл, л/. = лл-тх,
Яо=1 1֊<-|М’| (2.3)

Тогда соотношение между кривизной и моментом примет вид

л =- (1 - •г)|/1Л/;4- (7’(/?)ЛЛ’А'0. т)<)֊| (5.4)

Введем обозначение — я* (х, /) — го (0, /) — о» (х, /),

1Г=7Ж-Ь ֊(1 ->21 —л/'2
2

/•՝( К)М'։М: (/)/<(/, -)</- (2.5)
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В момент I величинам хх и АЛ сообщим вариации и которые 
считаем независимыми, причем Г'ЛЛ -- ''АЛ ֊ Принимаем АЛ. 
и՛ н р зависящими от х, / и о՜ длины контактной поверхности о (/). 
Тогда смешанное вариационное уравнение нашей задачи с учетом ие- 
мспспня неизвестной Гранины области контакта будет

ИК11] Ь | | 1Г(х, о,/)—(х, х./) । р(х,

!^НВкЛ1

<*։։•. (х. а. /) , а, П------------------ с/а 7х - 0 (2.6)

Здесь криви.та и момент варьируются независимо.
Вариационное уравнение (2.6) с переменной границей области кон­

такта. где кривизна и момеиг варьируются независимо. аквзшалентио со- 
аокуниости зависимостей, состоящей из уравнений ранновссия. граним- 
пых условий н соотношении между кривизной и моментом.

Действительно, производя операцию варьирования в (2.6), приходим 
»; уравнению

^(0 -՛•>
I ?ИГ(х, о, /)</.<•— । р(х, а, /)(;-иНО, /) - '«и»(х, /)] с/х = О

9*1՝

где

С1Г *.-֊(! -•.2) АМ.֊ |7(Л.)к(/,

-г (АЛ -г £Х)'''х

Далее, учитывая (2.3) и условие статики

•чо
2 | р(х, = Р(1)

после преобразовании, принимая во внимание независимость вариации 
Лк.’ в 6М'. приходим к вышеуказанному заключению.

Прогиб плиты ищем в виде разложения степенного ряда по четным 
степеням х

™ (*, /) ?0 (/) + (/) .г: * (/) х4 4- • • (2.7)

где М'-СО — неизвестные функции времени. Ограничиваясь первыми дву­
мя членами и обозначая ^.(Г) — Ф(0. из (2.1) будем иметь

Р (г. /) - > о:(0-.г (2.8)
4 *а

Из условия ограниченности напряжений на концах контакта [ 16]
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.Iff)
Г n——— =----

о- I u-(l)-;= 2(1 v?)
-at .'J

(2.9)

находим

,Н0 = 2<1_Л ?(/)<«-’(/) (2.10)
"“О

Подставляя в (23)- (2-6) К’= 'Г(О-'*', значение р{х. О из (2.7) и 
2՝| (О. приходим к вариационному уравнению

1 -
2

лл#; г(юм;к(1, -)</■

М.--------—-4-I«՛) о (2.П)
32(1֊ .’) |

Приравнивая нулю множители при вариациях, исключая $ и вво; 
обозначения А ։ (/, ") — ЕК((, -), А’ (/) - о(/)'а0, где «0 -- а(-։),

сг<, ֊-=- г-—о 3* 1 V Ео

1 — ч- Л։л
’1 = бГ^? Eh (2.12)

при P\f) — P,i ֊ const, приходим к нелинейному интегральному ура։
нению

t
X '=х+ (н(Х)К,(1,

причем

Н(Х) = \(Х пД -') |-Вт(.¥֊։-Л ?Г (2.14)

В. _ ^,п ( I 1 _ 1
zn-}-2\ 8/j2 /

։ч ~ (2.15)

Для случая старого материала имеем Кх (/, = ЕС‘\е '* и ура]
пенис приводится к нелинейному дифференциальному уравнению первое 
порядка с разделяющимися переменными, решение которого приводите 
в квадратурах

1 Г___ (2 : №)</т_____
7 J х[Е:Сх2Н(х) Y a՜3—]]

Переходя к пределу при I—, для случая старого материала я: 
(2.13) для значения -- Х(<ю) получаем алгебраическое уравнение
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X? + ЕСХ? Н(л*) 1 (2.17)

При Ш = 4 и отсутствии усиливающих покрытий и, = О находим

% । / 1±*.£л 4-1 ( 1 • Л(Ау и. —!_ (2.18)
* ’ 2ЕСВ, I \ 2ЕСВ< / ЕСВХ

где В. определяется из (2.15). где положено т 4

н, = А ('(•'ГГ7?5й։у (2.19)
2 \ S/t՜ /

При учете старения материала интегральное уравнение (2,13). вводя 
обозначение у/ = >«, а затем опуская знак (՛), можно привести к систе­
ме из двух дифференциальных уравнений

Х = V

Х\Х' + 2} Й = 6 г-

- X1 2 4 £?(/) (Л1 +2|-,)|?,4-<х и,Л-2Г ՛]; И

с начальными условиями Л(ч) 1, И(:։) — ЕН 0 ), решение
3

которой реализуется на ЭВМ.

Интегральное уравнение (2.13) можно решить также непосредствен­
но итерационным способом па ЭВМ.

На фиг. 2 и 3 изображены графики изменения X? (2.18) и X (2.16) 
соответственно для числовых значений параметров (1.6) И £.. = 
= 2-10՛ кг/с.ч2.

§ 3. Осесм.м.мегрмчная задача. В случае осесимметричного изгиба пли­
ты на упругом основании сосредоточенной силой 1>(!) (фиг. 4) радиус не­
известной переменной во времени контактной области обозначим а(Э. а 
прогиб плиты (осадка основания)—йУ(г, /). Тогда реактивное давление 
основания определится формулой [16]

4 Известии \1 I Чрмяяскон ССР. Механика, № 4
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0(0 —к——

(3.1)

/^(г. о=^Ь«(ол)~гГ֊г4==~~^  ̂ (з.2)
.’I г '•* <ч (1

В случае осевой симметрии имеем

Фиг. 4.

ста» 1 ды■л. --------, к, ֊--------
иг г с1 г

7-г, - О (3.3)

Введем обозначения а’* (г, /) = 
= и» (0, /) «՛ (г, 1\

1Г(/, 0 хХ-И-Д |-

4 (М’ Л/; </)] А (/. -)«/- (3.4)

где

֊/и лг 2?|хгу4 '<

А7. М’2 ЪМ՝№1 + к2
(3.5)

Принимаем, что кривизны, моменты, прогиб и реактивное давление 
зависят от радиуса контактной области. Вариационное уравнение рас­
сматриваемой задачи представим в виде

«(О
о ‘ ' Г (г. а, /) — 1Г(г,

V •О

и(О
г, /) - А (г, а, е> ^{Г- а' 0 </а| ,А- = О

(3.6)

Это смешанное вариационное уравнение с переменными границами 
эквивалентно совокупности соотношений, состоявшей из уравнений равно­
весия плиты, граничных условий и зависимостей между кривизнами и мо­
ментами. Действительно, производя варьирование в (3.6), получим

а<£>
?/ Н'(г, а. 1} г(1г I р (г, а, I) [■■'-ад (0, /) '-го (г, /)] г</г - О 

о

где
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ъг- {л/;-4-£(*,+}ц֊г(а-Л(М* *Ж)-

Г(/?о) (м‘- >м՛) к({, -) г/-} ш; (/) 4- (}(/)

Далее, учитывая условие статики 

.։</) 

2֊ | р(г, ()гЛг^Р(П 
о

после определенных преобразований, принимая во внимание независи­
мость вариации ?»ш и оЛ/г, '-Мч , приходим к вышеуказанному заключе­
нию.

Разложим прогиб плиты в степенной ряд ио четным степеням г

«(/•, О = ։М0 ъА^г- -г •>,(/) Г4 4----- (3.7)

и ограничимся первыми двумя членами, причем обозначим $.-(/) =—4(0- 
Тогда

л, = = 2-Ь (/), Мг = /И,, (3.8)

Мг Л/,-2(1 7։)ОЬ, /0=1/'2(1 4-V.) |/.г /?0 = К2(1 -7)|А£|
(3.9) 

Соотношение между кривизнами и моментами в этом случае будет

<
■>.г - (1-7) АМ՝ ֊1- \Р(1^Мг К((, '.)(!֊. (3.10)

'1

Подставляя выражение (3.7) в (3.1)—(3.2) и интегрируя, получим

р(Г։ '> =--^0 - (3.11)

Условие ограниченности напряжений на границе контактной области 
/ Да, /) = 0 и статическое условие [ 16] 

«</)
С Л (г, /)г/г = Р(/) (3.12)

дают

ч 1 — 7 ՛*1 ч 1 - ՝Л
2(0. •ИО = ֊֊-А^/’(0«*'10 (3.13)

Выражение (3.4) примет вид
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1Г(г, /) = 2х,л£ £>(! \)^֊

2(1 *) М? (7(/?0)ЛЛ М՛ (/) Л'(/, -)</’ (3.14)

Гогдо ппркационное урапнсннс (3.6) принимает вид

՝| л.и; [--л/: +

■|;и' ֊’•։ ■ -/-■ 11 <3-’5>

Приравнивая нулю множители при вариациях, исключая ф, виодя 
обозначение\(О и(()а.. где а о(т։)

«» и «*» 

и принимая 
уравнению

■՛՛ ■-'. приходим к нелинейному интегральному

\Н{Х)КЛ1. ֊■)<!-. (3.17)

Здесь

Н(Х) - 8,(1֊НХ-։)֊В„;1 мт’Г (3.18)

а, = ֊
ГП

3 12(1 0 р
5= Л'

!>
1 гН

(3.19)

Интегральное уравнение (3.17) для случая старого материала приво­
дится к нелинейному дифференциальному \ равнению первого порядка с 
разделяющимися переменными, решение которого приводится л квадра­
турах

X 5- =±г
1-$-г£С//С:)

I
Для однородной плиты р, 0 л.» (3.17) получим

Л = |1 + (?, 4- В.)£?(ч) П - е“пх м|г’ ’

(3.20)

(3.21)

Переходя к пределу при I -со, из (3.21) получаем значение Хл 
^С00) для однородной плиты

X. = |1 4֊ (;% 4- /?.) £? (ч)Г։ 3 (3.22)
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Для составной плиты при учете старения материала интегральное 
уравнение (3.17), введя обозначения ?•' — а затем опуская индекс 
можно привести к системе из двух дифференциальных уравнений

-3%՜’% = V

и- ֊ 1 + '»а.а !‘։х-’г ’]: и (3.23)

■с начальными условиями Х(։,) — 1. V'՜(т,) £<[(т!)И(1), решение ко­
торой можно реализовать на ЭВМ.

Нелинейное интегральное уравнение (3.17) можно решить примене­
нием итерационного процесса на ЭВМ.

На фиг. 5 изображен график изменения -\ (3.21) для значении пара­
метров (1.6) и £.։ = 2- Ю: кг/елг.

Институт механики 
АН Армянской ССР Поступила 4 1 1979

1Г. Ա. Չ.ԱԴՈՅՍ.Ն
ԱԱԱԱԴԱԿԱւ. ՃԻՄՔԻ '1.1'11. ԳՏՆՎՈՂ ՍԱԼԻ ՀԱՍ՛ԱՐ 111Ո,ՐԻ 
11'2 ԳԾԱՅԻՆ ՏԻ,11Ո1>Ա::ԱՆ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ՄԻ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո ւ|ւ и ւ մ
Վարիացիոս եղանակււվ ու ււ «• մն ա ս /'/"/ ՛է ՛մ Լ ոչ դծային սոդրով օմտվսէծ 

սայի ծոումր առաձգական հիմրի վրա կենսէրոնացէսծ ումի ադդեցու ք) յան 
Я/ակ: Սայր ընդունվում Լ / ոաչհրտ սիմևսւըիկ ո»մ հղացնող ծտ ծկույքհնեըով, 
,ի"կ հպումը հիմրի հհս» ենթ ա դրվում ? առանց կապակցող ումերիւ 0 դա մ ե / ով 
մ/սյի միջին մակերևույթի կորությունների և ч ։»մենաների մք/ջև ‘.!.դինակի 
նաիւոոդ ս»շիււստանրո»մ ա>ւս.ջարկվա ծ ան/՚ադա ,'այ»/! ա որնչու թյ ունի քյ , 11'1,/и- 
ն1,րի րնղՀէէէնրսւէքած »(արքււււյյիոն հ»ս»Էասարամից^ ինչպե»» նաև սայի ճկված- 
րի »դարսւրո/ական ձհի 1.ն}1 ա դյէա !Լւսւնիր կոնտակտի է մ ամանակալիդ կախ­
ված, անհայտ յա»իի Համար ււտաцվա մ Լ ոչ դծային ինա 1, դրոէ/ հավա սարւււմ։ 
Այւյ Հավասարումր ծերացսւծ նյութի Л հաստատուն ումի ւյ!,պրում ր!»րվո»մ ( 
աոաջին կարդ!։ դիֆերենցիալ հ սւվ ա ս ա յ:մ ս>ն, ոո/ւ ւուծումր տրվում Լ րսասւ- 
կասացման միջոցսվէ Ուսումնասրր»!ոսք են հսւյւք} և աոանցրասիմետրիկ խրն- 
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ւշիրնհրը։ Տ եսական It թվային օրինակների Հիման >/րա ստացված արցյանբ֊ 
ներր ցույց են տայիս, որ մ ամ տնակի րնթա ցրում սույրի Հետ Լան բով կոն- 
տակտի չափր նվաղում էլ U տսւցվում Լ նաև կսնտակսւի շափի կւսի/ումր 
կենտրոնացած ումի մեծությունից: !!ւմի մեծանսւյսւց փոբրէսնում է կոն­
տակտի շաւիր։

ON A CONTACT PROBLEM IN THE NON-LINEAR THEORY 
OF CREEP FOR A PLATE ON ELASTIC FOUNDATION

M. A. ZADOYAN

S u m m a г у

Non-linear creep in the problem on the bending of a plate on 
elastic foundation under concentrated force is investigated by the va­
riational method. The plate is assumed to be three-layered with a sym­
metric strengthening covering, and the contact with fountation is taken 
to be without cohesion. Using the implicit relations between curvatures 
and moments, proposed earlier by the author, and the generalized va­
riational equation of Reisner, as well as the assumption of a parabolic 
shape of flexure, for the size of contact a non-linear integral equation 
is obtained, which in the case of constant force and aged material is 
solved in quadratures.

A plane and axisymmetric problem is discussed as well. The con­
clusions, drawn on the basis of theoretical investigations and numerical 
calculations, show in particular that in the case of constant force due 
to creep the size of contact decreases. The relation between the con­
tact length and the value of concentrated force is also obtained.
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