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ОСРЕДНЕНИЕ ПО ОБЪЕМУ КАК МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ СРЕД С ВНУТРЕННЕЙ 

СТРУКТУРОЙ

Излагается метод осреднения дифференциальных уравнений по.уя пу
тем интегрирования их по объему и представления интегралов в конечна- 
разностной форме. Сопутствующее изменение масштаба описания позво
ляет интерпретировать конечно-разностные уравнения как континуальные 
и требует введения новых реологических замыканий. Метод иллюстри
руется на примере теории упругости микронеоднородных сред. Указаны 
также иные приложения.

I. Постанояка проблемы. При составлении уравнений механики сплош
ных сред рассматриваются элементарные (дифференциальные) объемы 
АЕ, линейный масштаб которых ! должен быть много меньше внешнего 
масштаба Ь задачи, но много больше X — характерного масштаба микро- 
движения чистин, слагающих изучаемую сплошную среду: Ь >- 
Если масштаб Л имеет молекулярные размеры (л— «почти нуль՛՛), как 
это предполагается, например, в теории вязкой жидкости или же в класси
ческой теории упругости, то балансовые уравнения для объема АУ можно 
упрощать за счет предельного перехода I - 0. Если же масштаб связан с 
надмолекулярным строением (движением) частиц, то он возрасти.՜՜ на 
много порядков, и предельный переход (-‘■0 следует понимать как усло
вие ИЬ->0. или точнее /■՛'/- 1. Соответственно, предельный переход про
изводится фактически за счет выбора достаточно большого внешнего 
масштаба Ь. Условие Н1. | есть условие «дифференциальности» объем?
АЕ. Второе ограничение ! ). размеров объема АЕ’ по сути дела ест: усло
вие «представительности» тех интервалов осреднения (самого объема V» 
или же его сечении), к которым приводит правило составления балансо
вых соотношений. В тех случаях, когда не выполняется условие 7- 3>՜'. ба
лансовые уравнения для \' не могут быть интерпретированы как точные: 
континуальные уравнения. При использовании в них средних значений ба- 
\ансовые уравнения понимаются как соответствующие, например, «гид
равлическому» приближению. Если же не выполнено условие I л. то 
осреднение по пространственным интервалам не может приводить к ре
гулярным средним» значениям.

Итак, если выполнены условия л. Р ~ АЕ. уравнения ба
ланса для АЕ могут считаться дифференциальными. Для них характерно- 
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наличие внутреннего Движения или состояния масштаба л (размер «моля» 
я турбулентности, макромолекулы в полимерном растворе млн п жидком 
кристалле, порового канала или взвешенной частицы). Определение сред
него движения частиц в элементарном объеме Н как поступательного, 
ока .гнастся недостаточным — все' характерные особенности континуума с 
микро;труктурОи связаны с относительным движением частиц: «молей» 
1 ’•■<«՛•’ ительно среднего потока или взвешенных частиц — относительно не
сущей среды. Относительное движение может быть не только поступатель
ным. до и вращательным. В этом случае среднее движение в W нужно за
давать в виде профиля, тем белее, что в замыкающие реологические связи 
(вя.»кси жидкости или же более сложных моделей) входят градиенты поля 
скорости или смещении. При нестационарных микродвижениях также до
пустимо осреднение по достаточно большому (представительному) интер
валу времени. Получаемые балансовые уравнения следует понимать как 
уравнения корреляционных связей между параметрами течения во време
ни для пространственного интервала масштаба /.. Иными словами, в этом 
случае получаются уравнения, определяющие индивидуальный элемент 
микрсс груктуры «в среднем». Естественно, что уравнения корреляцион
ных езязей, вообще говоря, отличаются от континуальных макроуравненин 
движения среды с микроструктурой.

2. Уравнения равновесия микроксо дно родной упругости . Введем два 
масштаба исследования напряженно-деформированного состояния среды: 
мнкро- (с координатами х-) и макромасштаб (с координатами X). Допу- 
•стнм. что в микромасштабе (то есть для дифференциального элемента 

= dxidxtdx,) выполняются уравнения равновесия

<2-1'
где V 5»7 (•*)  симметричный тензор микронапряжений, 

/. /,(v) — вектор объемных сил.

* См. анкета hijo доклада В. И. Лепина и В. Н. Николаевского от 09,01.76. Пап. 
XI: СССР. МТТ. I976. № 4

Если умножить уравнение (2.1) на координату х>,. то получим

= ± (2-2)

Дсумиожение этого уравнения на альтернирующий тензор Еьа приводиг 
к уравнению баланса момента количества движения

(i
— {Eik, з.-хт О, Eikiztk 0 (2.3)

Проинтегрируем теперь уравнение (2.1) по элементарному макрообъ
ему Л1 ~ ДА.ДХ 1 огда в силу непрерывности поля п։/ получим
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\ /х/И —О, ֊ (/хг(/х.^х3 (2.4)

V V

где 5 поверхность объема АГ’, </5,-=- л </5 — ее элемент с нормалью 
а,. Разделив (2.4) на Л И и определив среднее по «объему и по пло
щадке = ААдДХ следующих՛ образом:

■ ■ •-ж}< >"*՝■  “

г.и

А А т }

получим результирующее МЛрКОурлВИ<НИС В НИДГ

=0 <2.6>
<'А)

Здесь макродивергеицкя есть сумма следующих разностей:

(2.7)

при переходе к дифференциальной записи, справедливой в асимпготиче
ском смысле (при ЛХ|/Д—0. где /- — внешний масштаб задачи). Вели
чина средней объемном силы /։ есть регулярная функция мдкрокоор- 
динйты А’| = л՜, — центра масс объема АГ, Здесь ’•! — вектор, соеди
няющий центр масс с пронзкольнон точкой внутри А1. Из конечно-раз
ностного представления (2.7) видно, что средние усилия } на
ориентированных площадках (гранях объема А1 ) можно считать регуляр
ными функциями координат центра масс объема. смещенного на расстоя
ние гЬ( 1 2)А.\*,.

Осреднение уравнения (2.2) по объему приводит к следующему ре
зультату:

’«>- --и (2-8)
<'Л}

где —тензор напряжении, осредненный по объему. Согласно
(2.8) макронапряжение . выражается [1] через среднее объемное 
напряжение и тензор более высокого ранга. В терминологии Мипдлн- 
п.т [2] величины - =(,а двойные напряжения, /( ч- —двой
ная массовая сила. Из дифференциального уравнения (2.8) видно, 
что двойные напряжения считаются функциями центра масс, то есть вы
числяются как средние по ориентированной площадке, проведенной через 
центр масс АГ.

Двойные напряжения являются моментом распределения усилии па 
ориентированной площадке \А, более высокого порядка, чем макрОтсп- 
зор э( они в спою очередь могут быть выражены через свое срсд-
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не-объемное значение и моменты еще более высокого ран
га— тройные напряжения. Для получения нужного соотношения следует 
домножить уравнение (2.1) на диаду хчх и осредннть. Если продо\жито 
ату процедуру, то а результате получится цепочка макроуравнений, вклю- 
чикнцнх в себя макротензора п-ого ранга, вообще говоря, несимметричные 
Н3'*»а  правила введения их как средних по ориентированным площадкам.

Уравнение момента количества движения получается путем умноже
ния уравнения (2.8) на альтернирующий тензор Еиь. Результат

(2.9)

показывает, что антисимметричная часть макронапряження отлична oi 
нуля, если существуют моментные напряжения р. Л’н.=, ‘.х и 
распределение по объему моментов сил С; Ен, /։ :*  > .

Если в макрообъеме \1 рассматриваемый материал—однородный 
континуум, то нлемеитарный объем можно снести к точке (;'/ - О, 

f.F/д * *՛՛ zn / )3|? - ) и достаточно только обычное урвипе-
Нме равновесия (2.6), совпадающее с исходным (2.1).

3. Кинсли т юг л среды. Вектор махросмещсння I 'i(X) вводится как 
средне!! по объему смещение

С, < р/։ | У ~ \ м . '■ - const (3.1)

'Поле мйкросмсчцений п<(х) определим как сумму регулярной и нерегуляр
ной и*  составляющих:

м,(;) = (< — ‘ '6 <0=0 (3.2)

Соответственно деформация 5-, определится следующим образом:

_ 1 / aU, . Лцх (33>

‘"-jU dX. Г 2(՛>*, .) ( ՝

Осредисннс по объему дает

. 1/^՛. (34)
s 2 V <>х, ох, ) 2\ </л; 1 ох / ՝ '

Определение средней по объему деформации (3.4) упрощается, если

<<;>,= <«;> = о (3.5)

В пользу гипотезы (3 5) можно выдвинуть следующий аргумент. Учет 
раллнчия результатов осреднения по площадкам различном ориентации 
может ставить п соответствие мнкроскаляру <р .макровсктор ? .• п 
микровектору макротеизор ։. Подобную ситуацию будем 
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исключать по физических: соображениям. Различно средних по объему г. 
поверхностям следует сохранять только для тензоров ранга выше второго, 
включающих в свое полнадное представление вектор ориентации площад
ки (нормаль, расход): введение вектора-ориентира площадки осреднения 
может менять для них количественное соотношение компонент, нарушать 
симметрию тензора, но ранг их будет сохраняться.

Если (3.5) справедливо, то второе слагаемое из (3.4) выпадает, то 
есть средняя по объему деформация есть симметричная часть градиента по
ля средних смещений. Если же считать, что условие (3.5) справедливо 
лини» при i - j. io второе слагаемое. (3.4) будет отлично от нуля и его учег 
приводит к появлению некоторой дополнительной кинематической степени 
свободы.

Число сохраняемых дополнительных кинематических средних пара
метров должно соответствовать числу уравнении равновесия. Если число 
степеней свободы меньше числа уравнений из цепочки, то в результате по
лучаются градиентальиые модели среды. В. М. Левин проанализировал 
случай, когда в законе Гука

тензор упругих модулей Л/..<гг(л', Z) является случайной функцией микро
координат ('/ параметр случайности в допущении, что осреднение по 
объему эквивалентно статистическому).

Если же дополнительной кинематической переменной будет поаррог 
<1, микрочастицы, отличный и общем случае от среднего поворота (Л:- 
~ 1.2 (ГО1( то помимо уравнения количества движения (2.6) нужно 
вводить в анализ баланс момента количества движения (2.9).

Вообще говоря, кинематика локальных полей для мйкронсоднородных 
сред типа упругих смесей более сложна — она должна включать в ссбл 
средние деформации микрочастиц, а также градиенты от них. При этом 
следует пользоваться уравнением (2.8). несколько более общим, неже
ли (/՛֊՛).

Итак, интегрирование мнкроуравненнй по дифференциальному макро
объему \1 как метод осреднения приводит к континуальным обобщенным 
моделям известным как среды Коссера или иначе, к моделям асимметрич
ной механики. Проблема дальнейшего развития метода связана с по
строением реологических замыканий, что требует либо использования кон
кретных представлений о микроструктуре, либо постановки специальных 
реологических опытов, приводящих к измерениям необходимых реологиче
ских модулей.

4. Многофазные слгесм. Следует подчеркнуть, что метод осреднения по 
■объему при введении различных скоростей движения фаз был подробно 
развит применительно к механике пористых сред | 3]. При этом построение 
выполнялось в рамках симметричной механики - вводилась гипотеза, что 
действующей на гранях объема макротензор напряжений симметричен. Эта 
гипотеза для рассмотренных в [3] движений была вполне оправдана.

Важным элементом построения было составление уравнений движения 
для каждой из фаз в отдельности с использованием осреднений но объему. 
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но плоским-сечением, а также средних по поверхностям раздела фаз вну
три А И. Такими средним։։ являются силы и работы взаимодействия между 
фазами. Эти величины должны постулироваться дополнительно — в согла
сии с физическими требованиями. Сила взаимодействия вводилась так. чт< 
уравнения движения фаз оказались недивергентными, поскольку них 
включалась движущая сила м<2р/<?Хг, где н:— пористость, р — поровое 
давление, (ио не сила:—։7(/пр)/сЛ\как в случае диффузионных моде- 
'■сй смесей, где величина тр играет роль парциального» давления). Ра
бота межфазового взаимодействия постулировалась таким образом, чтобы 
термодинамические соотношения Гиббса для внутренней энергии каждой 
из фаз были полными дифференциалами. При этом оказалось, что вну
тренняя энергия несущей фазы (матрицы среды) была функцией нс толь
ко истинной плотности и энтропии, ни и объемном концентрации; соответ- 
ивующей термодинамическом силой оказались эффективные напряжения 
Терцаги [3].

Учет асим.четрмчных составляющих тензоров макронапряженик ока
зался существенным R другом предельном случае по объемному содержа
нию фаз, когда несущей фазой была жидкость, а взвешенные твердые час
тички могли сбла лать собственной угловой скоростью, отличной от ско
рости вращения жидкости |4].

Были предприняты попытки развить метод осреднения по объему и 
для гидродинамики суспензии. При этом Г. Бреннер [5| отмечал, что в 
макриурапненик движения входят срсдкеповерхпостные напряжения, нерав
ные среднеобъемным, хотя и не проводил процедуры преобразования по
верхностных интегралов к балансовым дифференциальным соотношениям 
в макромасштабе. Существенно, что Г. Бреннер учитывал собственное вра
щение извещенных частиц, связывая его с асимметричной частью макро- 
наяряжений. Напротив, Ю. А. Буевич с соавторами, например, см. [6], 
предполагал вслед за Дж. Бэтчелором 17]. что макронаиряженне есть 
среднее по объему от микрона пряЖеннй и пришел к выводу об обяз. гсл:.- 
:-:ой енмметрш тензора макронапряжений (гм. и՛ эт--му поводу Н|) Хи
ги при этом проводилась идея о вычислении макронапряжений через сред
ние усилия н< поверхности взвешенной частицы, эффект ее собственного 
вращения в отсутствие внешних немеханических нолей был пропущен.

Прием введения объемной силы /'/ вместо тензора напряжении з|;:

(4.1)

известен в литературе, см. например^ монографию }8|, стр. 634. Отметим 
попутно, что в этой книге был получен неверный результат об обязатель
ной симметрии тензора напряжений (стр. 636). Ошибка состояла в утверж
дении, что выражение

| (4.2)

сводится к поверхностному интегралу только в случае -к{ — -,ь. На самом 
деле может быть: = д\’-.к/;дХ}, см. формулу (2.8), то есть 
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асимметричная составляющая тензора напряжений может выражаться че
рез дивергенцию тензора более высокого ранга (двойного напряжения 
Миндлина).

Р. I I. Нигматулин i статье обзорней । типа 191 также развивает м.г- 
год интегрирования микроуравнеиий по элементарному макрообъему. ис
пользует понятия микро- и макрокоординат, трех типов осреднения и т. п., 
го есть по существу повторяет методологию книги |3|, хотя и не ссылает
ся на нее. Отличие состоит лишь в том. что вслед за Ю. А. Буевичем [6], 
в работе [9| принимается утверждение об эквивалентности осреднения ио 
объему к плоским поверхностям. Более того. Р. И. Нигматулин преч-чдуст 
на доказательство этого, вообще говоря, неверного положения.

В самом деле, можно сформулировать ((3|. стр. 131 условие, когда 
средние по объему к по плоским сечениям, независимо от ориентации по
следних. равны между собой. Действительно, из равенства

>1՛ АЛ;

Следует, что
<’</> = »„>, (4.J

при о const. Если же з/;- z /(А'Д, то условие (4.4) спра
ведливо лишь приближенно. В самом деле, подставим разложение

0<з.. . 1< дл4+м , < w и + - —»+-..I
и интеграл (4.3). Тогда получим оценку нарушения равенства (4.4)

3 (4.5)4 ,J 1 '2 <'Xl 12

Если бы можно было устремить :\Х.;— 0. го получился бы резуль
тат (4.4). однако правая часть (2.11) оказалась бы тождественно совпа
дающей с локальным значением (при ^Х, - 0 стремится к нулю и 
площадь осреднения Л5у).

Итак, по оценке (4.5) возможное нарушение равенства (4.4) имеет 
порядок АХ՜. то есть по крайней мере порядка квадрата масштаба микро
структуры л*.  Если же учесть, что средне-объемный тензор напряжения 

симметричен, поскольку симметричен локальный тензор на
пряжений, то именно правая часть опенки (4.5) будет главным членом 
антисимметричной компоненты тензора макронапряжеиий, которая и вхо
дит в уравнение моментов количества движения. С другой стороны, в урав
нении баланса моментов количества движения инерционные члены будут 
пропорциональны произведению где >՛» — угловая скорость в
объеме AV. поскольку момент инерции имеет порядок р/ЛАР. Как и сле
довало ожидать, нарушение (или выполнение) правила парности касатель
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ных напряжений (симметричности) тензора макронапряжений связано г 
балансом момента количества движения, а нс с <рормализмом процедуры 
осреднения.

Р. И. Нигматулин |9| считает, что правой частью (4.5) можно пре
небречь хотя и записывает равенство (4.4) приближенно =0 .
и вводит, вслед за Ю. А, Буевичем, силу типа (4.1), учитывающую, одна
ко, (в отличие от [6, 7]) эффект собственного вращения взвешенной час
тицы. В результате рекомендуется [9] но изменение более ранних форму
лировок [10] учитывать эффект асимметрии практически гак же, как и 
п [3]. Введение объемной силы (4.1) носит характер переобозначения.

В. Л. Бердичевский [II] анализирует движение суспензия иззешеп- 
иых частиц, используя модельное представление об их периодическом рас
пределении в несущей жидкости. Использование вариационного метода и 
частных предположений о характере течения в индивидуальной ячейке 
позволяет В. Л. Бердичевскому избежать явного введения средних инте
грально-поверхностных представлений параметров движения. В его рабо
те обсуждаются лишь средние по объему величины: с этой целью прово
дится осреднение по объему не уравнений, а их решений. Существенно, 
однако, что и при гаком подходе тензор макронапряжений, определяемый 
как производная от диссипативной функции ио кинематическим перемен
ным, оказывается несимметричным, как и в работе [4].

Наконец, Ю, Л. Буевич в недавней работе | 12] представил момент 
взаимодействия между фазами через разность угловых скоростей движе
ния жидкости, как и в [4], но не учитывает, что этот момент уравновешен 
п несущей жидкости антисимметричными составляющими макронапря- 
жеинй.

5. Некоторые замечания. Подводя итог многолетней дискуссии по уче
ту асимметричных эффектов для суспензий твердых частиц а вязкой жид- 
костн, можно отметить, что к настоящему времени ее участники фактиче
ски пришли к выводам, аналогичным работе [4]. Что же касается метода 
осреднения по объему уравнений микродвиженвя, который непосредствен
но приводит к асимметрии тензора макронапряжений, то некоторые авто
ры стараются его избежать, а другие так видоизменить, чтобы все приемы 
введения средних величин оказались эквивалентными. Это обстоятельство 
объясняется тем что метод осреднения по объему, если признать его спра- 
педлйным.. требуе: существенной переоценки известных теорий турбулент
ных потоков и статистической теории мнкронеоднородиых твердых тел.

Обратимся в этой связи к известным постулатам осреднения [ 131. 
Средн них центральное место занимает свойство коммутативности опера
ций осреднения и дифференцируемости:

«//<?*  >.=г(<?/Эл) / (5.1)

где символ <2 • • • > означает избранную процедуру осреднения. Рассмот
рим с этой гонки зрения операцию осреднения («сглаживания») по объ
ему. 1 г, г да левая гасть (5.1) представима в виде
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млу.’1

Лу-(АЛ)Д) }

< ! ДХ 2; /■} -<7 Дг-А» /) 
ДХ

А / / 
ДХ/

где / у - / , (Лл,). Отсюда видна перестановочность осреднения 
и дифференцирования, если помнить, что при осреднении происхо
дит изменение масштаба описания, а потому А / ,' ДХ /' 'дХ,—
дифференциальная операция и новом масштабе, и что:

/ ;(Х±аХ-'2; /)-/<Х ДАГ/2)

не зависит уже от параметра случайности /. Последнее выполняется для 
«представительной» (включающего в себя весь ансамбль реализаций) пло
щадки Кроме тою, произошел естественный переход от осреднения 
по объему АГ к осреднению по ориентированной площадке. Полная ана
логия с правилом (5.1) достигается, если принять гипотезу:

</ « / у

Укажем в заключение, что асимметричная механика турбулентности, 
построенная [14] методом осреднения по объему при сохранении условия 
А\/ — — ?и,т’, ՛ К}ч <•» объяснила эксперименты по
ближнему следу за телом [15], позволила учесть в краевых условиях 
эффект шероховатости [16] и обобщена на случай магнитной гидро
динамики [՝. ~].

Ч- к ЪЬ«|ПЩЬЧ11։«1՛

циь ыьпць и|.д>ьъизпни; пгтьи ъьрт ьиди-пья-зилн» 
1ГЬА>и«1,аВРЫ‘Ь 1Ги.|1Ь1Г11.Ь՝|а։1и1иъ 1ГЛФЬ1,иГ1’ ‘|и.11-ПЬ?,1Пм. 1ГЬ1>ЛФ

и. й ф п ■ [՝ п I й

(ГЬршрг 1п1р^и11(1 ![;иttt.it /уги^гг//» 7/'7'!>р /я 1/1}

(1иш дш ({и։//։ к !> Ъ/яр 1(^1 шу 41 )г ир-Шшр -

Акт/։

1Г1грПЦ[1 г]щд։и1ци[п11( ( и /։ {(рпшЬ >’ ши ш и !яи ^р/яр^ шп.ш&Г!Ш^ш՛-

ЬгпрIшЪ пр[А/ш 1рг 1^рш1 Ь^пи! ЬЪ ЪшЬ Ч1г/я7 1(/гри1пп1Р(П1.1ЛЬр1
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VOLUME AVERAGING AS A METHOD OF DEVELOPEMENT 
OF MATHEMATICAL MODELS OF MEDIA WITH 

INTERNAL STRUCTURE

V. N. NIKOLAEVSKIJ

S u nt in a г у

The method consists of volume averaging of differential Held 
equations and of representing integrals in a finite-difference form. The 
associated change in the scale of description leads to the interpretation 
of these finite-difference equations as continuous ones. However, new 
rheological laws are needed. The method is illustrated by the example 
of elasticity of microheterogeneous media. Some other applications arc 
also noted.
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