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ПАНЕЛИ ПРИ IЮЛЗУЧЕСТИ

Рассматривается вопрос несущей способности прямоугольной удли­
ненной шарнирно опертой по длинным краям гибкой панели с двухсторон­
ними симметричными тонкими усиливающими покрытиями и с начальной 
погибыо, направленной против равномерно распределенной нагрузки 

Материал покрытий считается упругим, а для среднего слоя имеют 
место соотношения наследственной теории ползучести Маслова—Арутю­
няна [1].

Вопросы несущем способности и устойчивости при ползучести иссле­
дованы в работах [2֊-17] и др. Подробная библиография и анализ работ 
в этой области даны в монографиях |2. 3. 4] и в обзорной статье [8]. 
Устойчивости бесконечно длинной цилиндрической панели посвящена ра­
бота [10]. Поведение металлической арки (балки) с учетом ползучести 
рассмотрено в статье [5]. В работе [7] исследуется влияние начальных 
неправильностей в форме оси арки на развитие процесса во времени, учи­
тывается возможность несимметричного деформирования оси.

Исследованию влияния ползучести на устойчивость пологих оболочек 
посвящена статья [12]. В работе | 14| рассмотрена несущая способность 
круглой трехсложной плиты при ползучести.

§ I. Общие зависимости. Рассмотрим слой панели единичной шири­
ны (балочная плита), принимая гипотезу плоских сечений

гг=ед /.дг (1.1)

где е*— деформация, а хл— кривизна срединной поверхности панели. На­
пряжения в крайних слоях определяются формулой

’а.2 = Г-Ч^±'-Л) П-2>

В среднем с \ое. согласно соотношениям । I |, имеем

^.[е.(01м0<] +».(?)*]««,(1-3>
1 — 1 — ՝>՝

где
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R«,:) <У (14)

Резольвента ядра ползучести —

^И-£(:)±1 -1. ^)[1֊е •«-=.]} (1.5)
а-. 1£?(-) |

Здесь

’)Ь)=т[։ <?<(֊)£Н1. (=)--.]
(1.6)

?(--) = С„+-^. £,(:)-£„(!-?<>")

Для старого Материала ?(՜) С», £2(“) = £0. Будем иметь

/?(/,= /=;£0С0, у. = 7(1 £оСо) (1-7)

Из статических условий имеем

л
М = (Ъ»+ =Г;) -Г

—Л 
О'»)

Мл =('Л1 Ъ;)ДЛ-Р "л2<!г
-л

‘Используя выражения напряжений в слоях (1.2), (1.3), из (1.8) по­
лучаем

I
ли/)-«^й(/) и£;ь.(<) -)</-}

(1.9)

ЛЛ (I) ./ [ [£,• (/) + >£,’] ■/. (/) \е: (֊.) ■/,. (•■•) R (/. -.)

тде

£;^ = М), е; |Х= - > Я=2Л, / = (1.10)
I —V- 1 — /? 3

Между компонентами перемещения и деформациями срединной по­
верхности панели имеются зависимости

1/^)’ °- У|- «, = -Г?И'- (1.11)
дх '2 I \ дх / \ ах } | <?х-
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Здесь а։,,(х)—начальная заданная логибь,
••'(>. О — прогиб or воздействия внешних сил, а

w._ (х, /) - w0(x) w (х, /)

§ 2. вариационное уравнение задачи. Согласно принципу возможных 
перемещен и й имеем

I I
[Л', «) «е. (/) + М. (I) Ъ., (<)] <!х — [ д* (/) ։да (/) dx-֊O (2.1)

о о
Подставляя соотношения (1.11) в (2.1), интегрируя по частям и учи­

тывая граничные условия

М, - 0; Ьи 0; о«» = 0 при д- 0 и х / (2.2)

получаем вариационное уравнение

(1^֊  ̂ С!*И) йш(/)</х=0 (2.3)
.! | дх~ с/х£о

Положим

У’о (х) = — /„sin «>(х, Z) /(0 sin-у- (2.4)

где — заданная начальная стрела прогиба, a /'(/)— неизвестный, изме­
няющийся ко времени прогиб в середине панели.

Внося (1.9) и (2.4) в (2.3). интегрируя и вводя обозначения

*»=-4- £«’ <?<')=-А)'<2-5)
Н Н Ei Е\ г.-' \ И /

получим нелинейное интегральное соотношение относительно $(/) 

[£(/) 4֊ Зр]; (О I- 3 I Е (/) 4֊ !>](?(/) - 3:ог (/) 4 2:?/: (/)) ֊ д(П 
t I
!՛£•(-);0)К(I. 3[;(О-=։|^(П(5=(Ч 2^(Ч]*Ч, -)d-- (2.6)

Уравнение (2.6) сводится к системе из двух нелинейных интеграль­
ных уравнений типа Вольтсррз относительно функций ;(0 и ф(/) 

t
[£U) 4-Зи] = (0 + 3 [:(/)֊ Sol'И0- ^(0;(-)А’(/, ֊.)^ = Q (О

, ‘ (2.7>

[А(0 4֊ иШ։(О 2^(0]֊ |£(О1^^)-2М(^)]А0. 0^-= ?(0
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Подставляя выражение /?(/, т) из (1.4) в (2.7). после некоторых пре­
образований получим

г
!£(/) -3;֊|;(Л -3[;(/) ;„)՛)(.') ֊!՛£(-)': (') г, (г| Л г

J Л (")g[p* • •
' V

t |<*»</« f - | г. <*) d՝
+ [о(^ = (-)е՜ rf: dg — q{l) (2.8)

v v

/
l£(0 !՛][;’(/) 2y(i)l-[f(:)[rb) 2;,;(;)J ’,(-)֊! +

•I

+ (o(.)[e(-) 25O:(.)K' d-\E(y)e'-
л.(՜) I J .

Применяя к (2.8) формулу Дирихле о преобразовании двукратного 
интеграла, дифференцируя по • и обозначая ; - г», ՛? = ՝•՛, получим

[Е • 3(’Н- '»]■!’ 4- 3(: :0)ш Е(г, ч)1+Еь ' | 1>.е՝
I

2(£4֊Н)О + - (2.9)

I -
֊(’.•/< ( \^Л

4 Ее ։ /Дг — 2с0т) е ' ({-- — 1«

-1
Г

Умножая обе части уравнении (2.9) па е , дифференцируя по I 
и производя необходимые выкладки, приходим к системе из четырех 
диффереипнальных уравнений первого порядка с переменными коэффи- 
ниентамн

; _ • а (;, /) гг ; Ь (:, у, / ) у -- с (I)
</(;, О

(2.10)
«)(•>, /)1Г ՛ />։(;. Ф, V., /)н с։(:,՛> = « и) — —г------------------ ------------------------- •------ пги;««»

г/« О

-Здесь введены обозначения
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г* ■
а(М) 6(£ 4- н)(?о— :): с(1) д+тЦ)д-. т(^=^-----—

Е

Ь (г, I)-- [•;£■֊!֊ б (7^-}-«т) (с0 ;)'■' 3/п (р — ՛>) |- б՛.՛1] (2.11)-

(։. •?> /) = £ 4֊ 3 (р 4-4)4 6 (Е 4- «) (?о ֊ :)’*

Й1СМ)^2(£гн)[£^(!1 М)|; с։(=, 0 ֊2(Е-Н)(^о֊- *МО

6, (с, 4, % 0 = 21£(2'Л4֊3?)(т 7) 4-6(Е44Ж֊*)

Принимая = т։, из (2.7) и (2.9) получим начальные условия систе­
мы дифференциальных уравнений (2.10)

(£■ (и) 4 За) =, 4 3 [£(.,) 4- •*](;?֊ 3;0;’ 4֊ 2#:) = ч (ч) 

'?(ч)-[^(ч) 4-н](;? -2№) (2.12)

.9 (֊,) + £• I-֊,) [з (-,) ֊•;]!?, - - 3(1? - 3:„;? -1- 2ф,)]
£(-,) -н 3;» . 3[£(-,) Н(3=; 6.М.-2Й)

"(:,)= 2[£(-։) : !>](:, 1 2':Г֊1)

где ?։ = $(т,) — действительный наименьший корень первого уравнений 
начальных условии (2.12).

§ 3. Критическое нр.емя няне.ш. За критерий исчерпания несущей спо­
собности панели принимаем условие безграничного возрастания скорости 
прогиба (с֊‘ - оо) [6. 3. 14 |. Соответствующий момент времени ( = 7 при 
данной нагрузке ({ называется критическим временем панели.

Определим значение Ч = </,„ при котором потеря несущей способности 
(хлопок) происходит в начальный момент Т = т։. Приравнивая нулю зна­
менатель -’(т,) ил (2.12). получим соответствующее значение относитель­
ного прогиба:

-;10 - (3.1)
> 3

где

Из формулы (3.1) следует, что для явления «хлопка» необходимо 
условие с.>Н.. в противном случае прогиб будет меняться монотонно со 
временем. Подставляя значение £,0 из (3.1) в первое уравнение (2.12). на­
ходим значение критической нагрузки мгновенной несущей способности, 
при котором хлопок происходит в начальный момент Т = г,

до = [А՝(ч) 4 Зи] :104֊3 )£(-.,) + и](^ ад+2^10) (3.3)
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В дальнейшем индексом обозначим значения величин, соответствую­
щих времени / • оо. Предельным переходом при '■ - -ос из (2.7) и (2.9), 
учитывая (1.7), получим

X + Зи —’ V. - 3 (Н + И - —(Й - ЗЦ’., 25?Д ֊ <?. (3.4) 
Л» / \ /

V. ----------------------------------------- --------------------- -р-------------------- (3.5)
Е*--Зп+3(Е^)Ж 6%ч + 2;$)-3-^С? -2?оч)

Приравнивая нулю знаменатель v&, находим значение ;*в, при 
котором возможен хлопок

= (3.6)

W _____ ..

I ... / £* + >֊-—* /----- тг—3---------

------------------V’ °>=| , >Ё\ <3-7)
• '<♦ F \ ъ /

Очевидно, для возможности хлопка при I - °° необходимо условие 
> 0,. Подставляя значение с*с из (3.6) в (3.4), находим значение кри­

тической нагрузки длительной несущей способности 7#с, при котором 
хлопок может «происходить» в бесконечности (/-* ос)

Ч (Е.. + Зи - ' ) ;„ + 3 ( £, + !* ֊ —*-) (Ц, - 3=Д + 2:«„) (3.8)

При </ < <?., как следует из формул (3.4), (3.5), скорость прогиба па­
нели в течение времени затухает (на фиг. 2 кривая—0.7 <?о)- Значение 

определяемое по формуле (3.8), будет верхним значением «безопас­
ной; нагрузки, которое и определяет длительную несущую способность 
панели. Для каждого значения </, находящегося между t/„ и сущест­
вует критическое время Т, при котором происходит «хлопок».

§ 4. Задача релаксации. Можно поставить обратную задачу. Опреде­
лить закон изменения </(О. при котором прогиб панели остается постоян­
ным по времени К>(х, /) =՜ ^'(х, т.) cons!.

Принимая в (2.7) 3(0 «(^i) = 5i ~ consl, значение которого для
приложенной нагрузки <?(rt) определяется из первого уравнения началь­
ных условий (2.12). получим

,(/) :[£(/) -3;л];, : 3|£(<) + «](;? ֊ 3^; ֊ 2:’;, )֊
, (4.1)

֊[=,■! 3(« з-0« + 2г?Л)] j£■(;)/?((, -)d-.
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Отсюда

^֊-= 1 -F(n [ E(-)R(t. -)d-. (4.2)

где обозначено

f<n________ 4- 3 (:? - 3S,;i + 25» 4- Ki,)-----------
[£'/)■ 3»]։, + 3[ £■(/) ֊;.](■; - 3;,;j т 2$,)

Из выражения (4.2) следует, что </(.') -монотонно убывающая функ­
ция.

§ 5. '/меленный пример и основные аыволы. В качестве примера возь­
мем железобетонную панель под действием разномерно распределенной 
постоянной нагрузки q (б) = q — const при значениях параметров 

£, = 210“ кг с.и:, Е. = 2 • 10* кг слг. С 0.9 -10 5 cjr/кг, ։ = 0.03 -. 
лень

? = 1. t 0.026 ——. = v = 0.3; % = 1.
день

На основании численного интегрирования системы дифференциаль­
ных уравнении (2.10) с начальными условиями (2.12), а также уравне­
ния (4.2). произведенного на ЭВМ «ЕС-1020՛ построены графики ?(/) И 
t’(’) от момента т, до 7’ (фИг. 1. 2) Для разных значений ]1 на фИГ. 3. 4 
изображены зависимости </-(т։) я <7 от 7’ для случаев т, = 42. г, », На 
фиг. 5 представлены кривые релаксации (4.2) для различных р и т„ когда 
'/(т.) - 0.9 <7*

Из фиг. 4 заключаем, что с увеличением относительной толщины усн- 

лннаннних слоен р увеличиваются q<0 и *—•
7о
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С увеличением возраста бетона т, увеличивается 7* (фиг. 3).

При постоянном прогибе (задача релаксации) отношение —-—-
7 V։)

(фиг. 5) уменьшается с увеличением т, и уменьшением р.
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Արտ /иրին շերտերի նյհլթր րնոունվում Լ ա//.ածդւսկան, իսկ միջին 
Համար Հաշվի է ւււււնվում սողրր րոտ Մ ասլով-Հա բութ յոՀն յանի մաոանղա- 
կան 1/1 ես hi թ Iան :

Հնարավոր и/եղա էի ո ի/ա մն երի սկէլրոլնրի Հիման վրա կաղմված Է /"նղրի 
վ արիացիոն Հավասարումր, որր բերվում Լ Վպ/ոերի տիպի ոչ- ղծային ին- 
ւ/էե/լրալ Հավաոարսւմների ււիւ/տ եմ ի, որից սւոացվսէմ Լ աոաջին կարվի ։իո- 
վ/ոխական ղործակիցներօվ շորս ղի!իերենցիաւ Հավաոարումներից կազմված 
սիստեմ ր;

I/րկաթր ետ ոն ե պանելի Օրինակի վրա սւմ եղա ցնող շերտերի հարաբերա­
կան , աиичи(if ս։հ ե բետոնի տս/րիրի տարրեր արմեբների ղեպրւսմ ղիֆհրեն- 
ցիս/1 Հ ավասարսւմների սիստեմի թվային ինւոեղրման արդյունրնհրր ներկա­
յացված են ղրաֆիկնհրի միջոցով;

Պանելի ակնթարթային և երկարատև կր/ւղունակու fl յան ղեպրերու մ, հա­
վասարաչափ բաշխված բեռի ինտենսիվության որոշմ ան Համար ստացված 
ե ն ա ն ա I ի տ ի կ ա ր tn ա Հ ա յ տ ո I թյու ն ներէ

CARRYING CAPACITY OF A LENGTHENED THREE-SI IEET 
PANEL UNDER CREEP

H. B. SHAHAZIZIAN

S u hi m a г у

The problem on carrying capacity of a rectangular lengthened 
three-sheet panel with an initial deflection directed against a uniformly 
distributed load is considered. The material of the external sheets is 
elastic while for the medim sheet, creep is taken into account in terms 
of the hereditary Maslov-Arutiunian theory.

On the basis of the possible displacement principle a variational 
equation of the problem is derived, which is reduced to a system of 
non-linear integral equations of the Volterra type, whereof a system of 
four differential equations with variable coefficients of the first order 
is obtained.

The results of numerical integration of the system of differential 
equations for the case of a ferro-concrete panel at various values of 
relative thickness of strengthening sheets and age of the concrete are 
shown in diagrams. Some analytical expressions are obtained to deter­
mine the critical load of the instantaneous and continuous carrying ca­
pacity of the panel.
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