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НЕКОТОРЫЕ ПЛОСКИЕ СМЕШАННЫЕ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНИКОВ С ТРЕЩИНАМИ 

И СО ШТАМПАМИ

В настоящей работе рассматривается равновесие упругого прямо
угольника. лежащего на двух жестких опорах, когда между материалом 
прямоугольник.» и опорами имеет место; а) кулоновское трение, б) жест
кое сцепление, и) гладкий контакт. Последний случай трактуется как пер
вая основная задача для прямоугольника, ослабленного гремя разрезами, 
расположенными вдоль линии симметрии. Вне зоны контакта по всему 
контуру прямоугольника заданы напряжения. В случаях а) к и) выявля
ются возможности отрыва от опор.

Задача решается при помощи бнгармонической функции Эри | 11 :> 
решения сингулярных интегральных уравнений [2].

Контактные задачи для прямоугольной области рассматривались мно
гими авторами [1—5]. В работах [6—11], [15—16| исследован вопрос 
зоны контакта. Задачам прямоугольника с разрезами посвящены статьи 
[ 12—13] и др.

1. Пусть упругий прямоугольник, занимающий область —д^л^л, 
О у к. лежит на двух жестких опорах вдоль линии у = 0 по участкам 
с [л| (фиг. 1). В силу симметрии рассматриваем правую полови
ну области при следующих граничны՝ условиях:

-у1 х> л) =/(*)֊ ֊7 — X А с°5 кх 
1 *—1

(0О<-)
•лу (х, Л) = О

= .(~. у) = у)-О
и (0, у} = -.։у (0, у) - О

(О ^У Л)

Фиг. 1.

",ч (х, 0) = ■=,, (х, 0) - 0 х - [с, </) 

и(х, 0) = #(х) X |с, Л]

а) %,(х, 0) = рз(х, 0)

б) и(х, 0) = /(х) х£|с. </]

н) -,,(Х. 0) = 0

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Условие (1.3а) является одним ид возможных вариантов учета слож
ного физического процесса трения. Необходимо иметь в виду, что из-за
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симметрии деформаций при с -- 0 (опоры сливаются) тх֊7 (0. 0) — 0, одна
ко тогда п„(0. 0) =г= 0. Следовательно, при учете трения из условия ( 1.3а) 
необходимо исключить случай с=0.

Представим решение первой основной задачи для прямоугольника в 
виде [ I]

Ф (дг, у) “ д1х’ - (/..у- — V [Лх ей ку -}- &•'' зй ку г ку ( С*՜ ей ку 4֊
*-։

/Х1'5Й ку)] соя кх 4 V [ .4?' ей ,ч-.с §й соя '^у (1.4)
к- I

Введя неизвестные функции

* , ( 0 л- [с, <Л
-,,(х, 0) =

1-1 I <№) </]

=,(х, 0) = А..| у^со.$ 

2 4-1

(1.5)
0 х£[с,

"(*) Л- [с, г/]

и удовлетворяя । раничным условиям (1.1). (1.2), с учетом (1.5) для ко
эффициентов разложения (1.4) получаем:

Ч = /о- Л.. <1.2 = ~ 4’04” = У,

к’А‘1> л (1 + М?) - ХМ - а С1Ь к/, 

1г А1’֊■ (}„ - Ук. к'-нЬкЛО." = Хк-Г.С11ЛЛ (1.6>- 

к֊ А՝? = ֊ М^, Й ։Ь ?.֊ £>Р = X,

1 де АС» Уь, определяются из бесконечных систем

Л(1 +^'))-Л.Л'.= ^( 1)(у(
' (к Д- р^)՜ ЯП к к

по + л/2՛1) + хм = - ^֊(-֊11х V _Л;. 01е1Ь/./, (1֊7).

+ мГ) ֊ X 1-141 - [(-1)‘ х, г,]- ^-2 <—
Л Р-1 (// • Л р֊1 у1-

где

я1г кк ■ е.~к'՝ яй кк 4֊ кк, М^яМ 2*֊ = е яй й 3^
№ЬЛЛ = 1+*Лс։И*Л (ь8)

2 Известия АМ Армянской ССР. Механика. .\;? 4
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ЯДрОМ 1ХОШИ

(*О<А) (1.11)

. . F (arc cos и)
= Г1—= ■

(1.12)

Удовлетворяя условию г(х, 0) £(х). после некоторых преобразо
ваний с учетом (1.6) получаем

Й^-УРЛ 0֊>)Ql,-2R-]-^L = Eg(X), (c<x<d) (1.9) 
Л-J К 4

где

R.--X.N, ПЖ + - -֊Л-Ь^- у (1.10)
sn&A ~ р-i (it) k-y

В случае наличия кулоновского трения (1.3а) из (1.9) с учетом (1.5) 
получаем сингулярное интегральное уравнение с

•֊ч
- Ml -•')■? («) + — р lV) — = С(<г), 

nJ V ֊ и
т

Здесь введены обозначения

п = cos х, v = cdsy, г — cosd, 'i — cos с,

I «
С (м) — - ------- Eg' (arc cos «) 2 V R՝K sin (k arc cos h)

V 1 — u‘ fc^i

Следуя [2]. уравнение ( 1.1 1) представим r виде

= («)- f<(l ֊ >) c (») - i՜ V,C՝(P rfO-; + РУЮ (1-13) 
- Jr(v)(v —и)

-a

то есть приведем к интегральному уравнению Фредгольма второго рода 
относительно неизвестной <р(«)-

Здесь

'/(н) = (/ — и) " ‘ и/ — a ) \ 0 —arete-----—----
' р(1 — V)

3 (1.14)
Р — S,n-_ ( <р (н) du ~ sin -О

Из условия статического равновесия прямоугольника находим, что

P=-A-Sinr:6 (1.15)
2

Решение уравнения (1.11), представленное в виде (1.13). сводится к 
бесконечной системе относительно / ֊

л; = + (1.16)
г.

где
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вд֊~| «/-՛ <՛«” 'д .
$։п г.0 | „-։

. О \
сГт = 0.50(1 — 6) а՞1 (? — '/.)’?7 — т, 2 0,3. ''------У т О

(1.17)

£)=_? + &(о_л). /Р\ />(Р П.-.^-п + В 
\ п • 1 • '2 • • - и

£(4|
= 2*՜1 /Ил 4֊ * V В— (1с~:՜ Ь 2^ ’• 

£։ I \ к — 1 /

Мл31п-0 = -?Г(֊£, 1-0, 1, ֊֊֊֊

... ? ՛

%. =- — 6’ («) сов (£ аге соб м) <1и

С (и) = р(1 ֊ ’4
/?#' (а гс со й и) 2 У (и) < ՛ £о у аге со а у) с/у 

|1 — и'՛ ~ ' У'(г>) (г> — и) | 1— г»*

При получении (1.17) использованы значения интегралов [14]
ь

i'(x — а) (Ь — .х) , , .у֊։ .•>—1 .------------------------------(1х - (с — а) (6 с ) с1д и՜ —
__ л — с 

<1
К ■■ / ь — г\
-(6-а)։1+"’'В(и-1, ’/)Л(2-7-и, ], 2-!Ч °֊---- Г\. (а<с<6)

\ Ь — <1/

У л՛ ‘(х4а) (и—х) '</х=^и' 1 £’($*> ՝') 7' ՝( — >, ‘Л ;։ V, — )

о

Присоединяя х бесконечным системам (1.7), (1.16) уравнения
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получаем полную, замкнутую систему для определения неизвестных

хк, Л, Д, Л, о,
Формулу для напряжений можно привести к виду с явно выделенной 

особенностью

?(«) = ______ Л_(м)______
М)]‘ Г|

(1.18)

где

■',М-Р — С —------—</«֊—'1(3-«)] (1.19)
»,.! К (и) (« — и) з։п пО

Случаи контакта без трения получается из вышеприведенного реше
ния подстановкой р = 0. Одновременно, если подставить £(х) — 0, то по
лучим решение задачи о растяжении прямоугольника с размерами 
(2т, 2/|), ослабленного одним внутренним и двумя наружными разрезами, 
расположенными симметрично на одной из осей прямоугольника (фиг. 2).

2. В случае, когда между опорами и прямоугольником имеет место 
полное сцепление, то есть выполняется условие (1.3б), задача сводится к 
определению комплексного контактного напряжения |?(^) — Ч (к) г 
4՜ ։’Г(^) из сингулярного интегрального уравнения, которое имеет вид

(1--.)Р(и) + —Т(и)-,С(и), (։<и<?) (2.1)
т/ • гг — и

, . . (2(аге сов «)'Ь {и) =-------■--- —
V 1 - <г

Т(ч) ?' ^агс С0*
I 1 '-~г ՝

Л(х) = 7/(х)-

_ О.-ЧГ, _ Е1,
2

•/’(.г) = 2 «.-•«/,)+ У
4-1

/1 \ ' ы՝ \X (~ 2№ I + 2 л ( МГ - ~ - 
\shkh / \ кЬ кЛ/

-и
ей А-Л

4(1 -■0Аа(-1)‘ V ՝
сок кх — (2.2)

-у ддНМ1А,— I $Я \->к‘՝ •/)(* “ сН։ 3^- ей (1 — V) ей 3-..г]
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Решение уравнения (2.1), подобно и. 1. представляется в виде [21

Р(и)^(1_^[Г(и)-7С(и)]-

з
_ г[Т(1,)-,-сы]^ + 2А2(и. 3)

.' 7. (и) (у и)
•X

тде

7/ \ । ։՛2֊^/ ,-12-г 1 .14-՝/£(«о = (? — «) О' я) .

?
А - [

2г. 3
(2.1)

Решение (2.3), аналогично и. 1. сводится к бесконечным системам от
носительно 1՜и и (Д. Из (2.2) видно, что при с<'х«/<л коэффициенты 
бесконечных систем имеют экспоненциальный порядок убывания, следо
вательно. системы будут кпазипполне регулярны [5].

Отметим, что регулярность систем нарушается при с1 = я, так как ме
няется характер особенностей напряжений.

В случае с. — 0, р = 0. £(х) = 0 получается решение задачи контакта 
двух одинаковых прямоугольников, ранее рассмотренной в рабою [ 10].

В случае <1 = — () получается решение задачи растяжения прямо
угольника с внутренним симметричным разрезом, приведенное в рабо
те I 13].

В табл. 1—3 приведены результаты вычислений: значения коэффи
циентов особенностей напряжения в зависимости от длины зоны кон
такта при некоторых соотношениях геометрических и физических пара
метров прямоугольника, причем зависимость коэффициента особенности 
от высоты прямоугольника при постоянном коэффициенте трения и пло
щадки приложения распределенной нагрузки приведено в табл. 1.

՝/ 0.3, у — 0.5, с — 0 5?. I - .
Таблица I

Л 0.5՜ 0.53125 г. 0.5625 г. 0.59375 0.6250 .

0.5 г. чСО 
9 (/)

0.98298 
0.97027

0.97176
0.98632

0.94199
1.07931

0.8’32
1.15343

0.8621
1.17431

X 0.98249
0.96761

0.96783
0.99282

0.92942
1.11739

0.86712
1.25193

0.84619
1.40824

В табл. 2 показана зависимость коэффициента особенности от коэф
фициента трения, а в табл. 3 — от площадки приложения внешней на
грузки при отсутствии трения.
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: =0.3. հ ֊. ր. 0.5.'./ ֊ 16
'1'օօտւպս 2

* "X 0.5. յ 0.53125 ր. 0.5625֊ 0.59375 7. 0.6250֊

0 է/Օ)
0.05986
0.42049

0.04242
0.55662

0.00293
0.67913

-0.077316
0.76174

֊0.16787
0.84471

0.1 Հ(3) 0.05358
0.41913

0.04131
0.54840

-0.00364
0.66591

֊-0.07703 
0.74262

-0.15912
0.83163

0.2 ր. (?) 
’1 (?)

Օ.Օ5&197 
0.41661

0.041392
0.54792

-0.003177
0.64726

0.075657 
0.73974

-0.14297
0.82893

V =0.3. = 0, ե 0.5 .Հ շ ~ 0.5 ՜
Tafa^Հ^^a 2

1 0.5 Ո 0.53125 ր 0.5625 ր. 0.59375 ր. 0.6250 ր.

ր./հ 1(») 
ս?)

0.24791
0.25692

0.23402
0.2&918

0.19748
0.40638

0.13727
0.53617

-0.0785
0.81946

- ^(«) 0.97279
0.98279

0.95989
0.99318

0.93730
1.079155

0.88727
1.178278

0.82398
1.428629

11ւ։՚.՜ր»?ր ր աօէ«սսա(
.֊\1՝1 Ap.MflncN.OH ԸՇՔ
£բօտ4։։շ^֊յ։ււ Ջօօսէրրթ«յ։տբ«»»

ււարորոր 1Խ<րրյ։ա{.\3 25 X 1978

II.. II. 1;ՆԴ1՚1>ԱՐՅԱՆ. Ա. Մ. ՄԿՐՏՋՅԱՆ

ՃԵՂՔԵՐՈՎ ԵՎ ԴՐՈՇՄՆԵՐՈՎ ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆՆԵՐԻ 2Ա.11Ո.Ր 
ՄԻ ՔԱՆԻ 2ԱՐ0* ԽԱՌԸ ԽՆԴԻՐՆԵՐ .

Ա մ ւ|։ ո փ ո ւ մ

Աշխատանքում էքիաարկվում է երկու կոշտ ՛հիմքերի վրա դրված աոաձ- 
դական ու ղդտնկյան հավասարակշռության խնդիրր: հիաարկված I. ու ղղանկ- 
յան 1ւ հենարանների կոնտակտի երեր դեպքեր' է յ ձկնարանների վրա 
աղղանկյունր կարոդ Է սահել և շփման Համար րնդունվում է Կուլոնի օրեն- 
րր; 2) !1ւղղանկյունր ամրակցված /, Հենարաններին այնպես. որ կոնտակտի 
մ ակերեու յ}/ի վրէէէ բացակայում են ո. եղ ա էի ո խ ու ք' յունն /<ր ր , 3/ քհյսրկ կոն- 
տէււկււո 'Լերշին ղեպրր Համաոյաաաոիւանու մ I, սիմեարիտյի ղծի վրա ղա- 
ււավորւիած երեր կտրված րնեյււրվ թուլւսէյված .՛։.■ ղղանկյսյն Համար աոաջին 
եղրտյին ի/նղրին:

եւնղիյւր յուղված կ րիՀարմոնիկ ֆունկցիայի միջոցով սինղոպյար ին- 
աեդրւսյ հավասարումների լուծումների օղնուիյամր։

Դիտարկված Լ թվային Օրինակ։
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THE PLANE PROBLEM OF A RECTANGLE WITH CUTS 
RESTING ON TWO RIGID SUPPORTS

A. A. ENG1BARIAN, Л. M. MKRTCHIAN

S u m rn ary

The plane problem on equilibrium of a rectangle, resting on two 
rigid supports, is considered. Three cases of contact between the re
ctangle and the support are discussed: I) Coulombian friction, 2) rigid 
contact, 3) frictionless contact. The latter case is interpreted as a major 
problem for the rectangle with three cuts along the line of symmetry. 
The problem is solved dy biharmonic function and through solutions of 
singular integral equations.

A numerical example is given.
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