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ОБ ОДНОЙ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ СОСТАВНОЙ 

УПРУГОЙ ЛУНОЧКИВ работах [ I—4] методом Фурье в биполярном координатной системе получено решение первом основной задачи теории упругости однородного и составного тела для луночном области.В настоящем работе с помощью биполярных координат и аппарата интеграла Фурье рассмотрена плоская задача теории упругости для нагруженного тела, составленного из грех соединенных между собой по боковым поверхностям призматических тел. сечения которых ограничены дугами вер ес екаю щи х с я окру ж н 0С1 ей.В биполярной координатной системе первым материал с коэффициентами Ляме л, и р, занимает область (— <|՝><!*»..), второй с коэффициентами Ляме Л и |< области (|л<3 |> <-. |>,) и (—Р,<р-< ֊ р„), причем координата у внутри рассматриваемой области изменяется в пределах от оо до Ч ос (фиг. 1). гериалами вдоль линии гвляется полное сцеплс- тело нагружается по краям / — Предполагаем, что эти нагружения одинаковые. При этом в силу симметрии можно рассматривать- ,. - Фиг. 1.воловину рассматриваемой области.Задача решается при помощи функции напряжений *1>,.(<4, |5) (А* 1,2), каждая из которых удовлетворяет бнгармоннческо.му уравнению [1|

Между ма Р -1'о осущес нне. Составное

— г. 2 — 2 ■—
(УХ* ду-(Яг (И~ , 2֊ +

о?’ /
(<• = 1,2) (1.1)

где £ ֊ (сЬа | СОЧЙ/п характеризует масштаб преобразования, с параметр биполярных координат.Удобно представить бигармоннческую функцию Фл(а, р) (А։ -- 1,2) интегралом Фурье такого вида:□О£фх.(а, £) = —4=- /.(/. ;/)е " <И (к֊ 1,2)— 05 (1-2)
где 3



fx(t, p) -֊ Ax (z)ch t (30 ֊ p)cosp B։(f)ch/pcos(20 - B)-|-b Cx (/) sh t (?0 — P) sin S Dx (0 sh /3 sin .&> — ?) (1-3)'/- (6 P) = A (0 ch i (?J — p) cos (P — Po) B. (.*) ch f (p — 30) cos (px - p) ;
• C\ (Z) sh f (P։ — p) sin (p — p0) -b D. (0 sh t (P — p0) sin (p։ p)Неизвестные функции интегрирования >4*(Z), B:.(t), Ck(t) и Д (/) определяются из следующих граничных условий:«,(«. .3) U = 0; <(«. ₽>и=°s'M’. ?)U, = ?x(«). 3>՛ = ?,(’) (14)

W ?«3։
</(• 13-й» f/F ,\м*. 1% й, = «2(а. г’1<2' =где функции (а) (4 - 1, 2) легко выражаются через ^заданные граничные значения Ф* (7, Р) и р)/с։р. Предполагается, что (а)

(k — 1, 2) удовлетворяют условиям разложимости в интеграл Фурье.Перемещения (-, р) и (з> р) (4 = 1,2) выражаются через Фх(Я, р) (к 1, 2)
. „ s ( 1ч ^ф»(». ?) »'i՜»։». ?) \= тг֊ ——) (1-5>
_ g ( .'«УФИз, Р) (а, Р) \Р) - 2^ . дл ) (4 = 1.2)

где ՝1\ р) (4 = 1, 2) — ангармоническая функция, связанная с '1'а (?, /) (4 = 1, 2) формулой>л--г2’\. (Т/<>= \*՝г‘ <։- й ~ V(г<м (к = *’2) (16)
Подставляя (1.2) н (1.6) и учитывая (1.3). для бигармоняческой функции ^'1Гг.(а, Р) получаем следующие выражения:ОСР)=,'-֊<+2:Ч)- С СИЛ (*=1.2) (1.7}

— <х>где G\ ((, = Ax{t) sh t (&- 3) cos₽ b\(/) sh cos (fo - ?) ֊Cj (/) ch t (£0 — ?) sin 3 — Dx (/) ch /3 sin (30 — 3) (1.8^ 
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G2(t. 3) = AO)sh/(?։֊?)cos(r ?0) MOsh/(P %) cos (?, ,B) -F4- C. (0 ch I (ft — 3) sin (p ֊ ft) D2 (/) ch t (3 — ft) sin (ft — ?)Из первых шести граничных условий ( 1.4) для неизвестных функций интегрирования -4«(0. £,՛.(•), С.(0 и Р;,(0 (^ = 1.2) получаем следующие выражения через неизвестные функции МО (Л = 1.2):
A. (/) = Р։ (/) - P.(t) Aj/ ‘\sin ■'л։(0 * МОМО
Bt (/) = (/) л.(/)—

МО * МОМО
с; (0 = - А (/) -^1’ А(/) JilZlLiMМО ’ МОМО
А (0 = Л (/) -^21։ _ p„(/)2h2Lkf!l!lL МО sU МОМО
А (0 = МО МОМО

cos 7«А. (О (1.9)^(0= Л(0^+?։(/)^
сг(0 = Л(о{ / ch /

МО
(/2 1) sh /7« si и 2-;„\2МОМ0 /

р ё {t\( lcos'P ■ <*' -- Dsh 2Z:gsin7S\ ,
2 a?(/) T։ k \(z) 2^(0 Д4(0 / T

+ r2(Z) Z sin *2MO
A(/) = f cos ; ֊MO ((■ -|- 1) sh 2/;? sin 2'[2

2д2(0Д.»(0
p (/) /sin՜!? , — Zell/-,., (/• , 1) sh /-,2 sin 2^2 \

2 МО 'п4мо 2Д։(0Дд(0 /

’ МООО(О = у^=- ( п («) ֊/’• (Л = ։, 2)
△i (f) — sh 2/^։-• f sin 2-։1; дс(0֊ sir 1-'г - Р sin2 7..дг (t) = sh' i jj 4- sin-'Vj; (0 — sir r;.. — sin2 *a

7i = i'o> 7« = /1 /0 5



При удовлетворении последних двух условий (1.4) — условий равенства перемещений получаем следующую характеристическую систему сингулярийх интегральных уравнений для определения неизвестных функции:
ос 

мап хая + мАп х: (<)=■■ л'11О

— ею

03

МА-1)Х,(1) = ֊ ‘Н — Ь’Аи

----ОО

(1.11)

где

-(^■+л5-1 О1։)^1. Ла_1+Од^ (1.12)
е "՝ ■'/У1(1) = М։'0?> + ^,(0?=е'(’-4г'Л;(О - + Л/Д— *)?»

М, (0 = а., - (%. + Л, - 1 4 «,Лай2 \ 2. /Л/ДО ~ ('^֊^֊1 О,Л а 22 \ I /

ап = ^-(1: 1) 5'։п 2;։ -}- ֊֊֊ {!՝ I 1)/в'иг;2А,аг. - А-(сЬ2г.:4-с05 2-;։) -֊^֊(зЬ2/т: /51н2֊;..)Л, 2А2
ац =-------- 1) вЬ1»
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an = — (t ch /7, sin 7,— sh /TaCos*.,) (1.13)Д2
(U = - ■՛ (ch 2/;\ cd’s 2* ։) —— (sh 2Л;.. - t sin 2'j.>)

△1 2Д։

^2 ■ 1՜) . •>a»2 = —s. sm — sitr 7?
A2

a2a = - — (/ ch t‘,2 sin sh Л<2 cos
•A;

a.,, = ֊— sh /7 . sin 7« s-
*2& (/) = e2,sЛ,=—Л-. = Ml--',) (U4)1 —v2 1 — V3•x. i֊t!L — — • Vj и vrt коэффициенты Пуассона.Hi /Решение системы сингулярных интегральных уравнений (1.11) н общем случае производится путем регуляризации, то есть приведением к интегральному уравнению Фредгольма второго рода [4—8]. Этот процесс более подробно приведен в работе [4].После преобразований и упрощений получаем следующую регулярную систему интегральных уравнений Фредгольма второго рода относительно Рл-(0 (* = 1.2): соА М •(^l.(_,pf(>0 ( f <w- ('• А Ы ֊ «,•«. ■) Р, (-))(п) — 30 (1.15)со

л (о (I <w=֊ <'■ ՛>-!!՝--- р> dz + (/))V -h л и) \ J / 
где

т֊—֊?ff-T-+A=-1)<z •)(“««-«»(О)sh (/— т)п \\ 2 /
- ajJ/) aj։(-/ ֊ (f l)«i։(0a21(-) ) h

+ Ch (t + />2 _ Л ((/2 + 1} аи (f) _ an (7)) +sh(f — -) r. \\ 2 /
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֊՚ (է -) (als (/) asl (') (-у'- Л-'՜1) )
•»*•-՛)՛■

Ч- Հ՛— 1 )(> ’)°.’2Г) -Пг. (/) a1?(-) (/" - Ո a2î(/)û22(-)^ 4֊
\ Ճ Z ZZ/A i j\ ( (()_ (.)} + (( _.) Qiî (() 0;, (-Лsh (<--)֊ \\ 2 / /

a, (/. -■)=s!*(/՜ W°» ('Հ՜ր՜+՛•■ -1 an <•> ) - sh \ \ 2 /֊ (? + 1) iïA + h.- 1)S- aa w)) +
+ cB.A2p//±!_+A,_1)(<= + 1)(û։;e) „.„«ո֊ sh(/-г)*\\ 2 /

(/ — ") an (/) a2t (՜)
H-.2 (I, •) = (a„ (0 e„ (-) - (t- l)a;, (0 aa (0) +
+ ch(f--)a./7A h 1\((,2 + 1|O„(-)֊0։l(f)) ֊sh(^— -)-\\ 2 /U--)a„(0aK(-)) <1Л6>

-«=+ Da.HO^auC')?՜,։-) + a« (-)?;(--»)-

“i;(O(au(՜) ?i (՜) + «и (')?։ (՜))^
**<'-*> fr ((է֊ a1: (i) ( а:։(-й, ( •) ֊ а..։ (-■)
՜ (՜շ՜+ Л։ ՜։)(ûi։(t) ■՛՛ Ն “110)*<Փ)) Ժ՜ +
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- ((-у + !<: ֊ 1) «5 + К ֊ /«„ (о) (аа(/)?, (/) + 0,4 (О?,(О) +
-Г /a:j(/) (a։a(/)?j (/)+ «ц (0 <?«(/))00WM՜- I’ ։<։J \sh (/ — -.) -\

4- flu(/)(aw (-)?։(■) : «J4(՜) ?:('))y 4-

— (/ ')Оп(0<«2Л(Т)г1(')+ 024 (')*?? (')))</• -Ь
(-֊■+*■■■ 9 (/•’֊֊ l)(«u(/)Tl(0 4 аи(/)?зр))4-

4֊(/2 • 1)( (Гаа(/)-ап(/) 1 
-2'(֊֊L 4֊ Л-—1^) («23(6-4 (0 4- aM(f) pa(0)

A (/) A2 (sh 2/(\1 г ;s) 4՜ i sin 2 (֊(1 4՜ '($))— /цАц (sir Л;2—f2 siir ?*) sh '2t‘h— (sh 2/7, 4- l sin 2-h) (41 <sh* 2'\ *■ /2sin *(0 — /.j sir (*;2 Ь.л— 1 (1.17)
2. Расгмлтрн.м повидеиие напряжений в окрестности края поверхности контакта.Приведем формулы для напряжении, выраженных через функцию напряжений 12 ]
а-^' f(ch ?. ֊- cos 3)—-------sh -f- sin ch а\(аФл)\ (7|i- б/x de )

a՜^'֊- /(ch а-1-cos/)— sh asin ? —— cos^ (g’l’i) (2-1)
\ O^՝1 (7|5 J

аЧ*’ = (ch а -I- cos 8) (4 = 1,2)
03.0^У читывая найденные значения для контактных напряжений, из (2.1) имеем соа֊,,. л - (Ch а + cos М ֊4. [ ֊ Р\ (/) e֊“'dt (2.2)• " V V * / *^ ՝ * ’— со
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г . = 1 Г (пл7(/)| 2п 3 </'-1)Д(/)
— 00

(( /* (сЬ '2 — соз %) ֊*- /7 зЬ а —
- соз 30) Л (/) з։п ;<0Г* (О) е՜"՝ <11где

Р\ (П ,'՛----- *̂ 1-֊— л И: Р. (/> в (-՜- 1) Д</) л (/) (2.3)

*______  “ __________верхней (при х<0 или у <^0) или нижней1 * (при или 2^>0» полуокружности ра-\ . \? диуез R — с центром в начале координат.\ / При увеличении радиуса полуокружности—(фиг. 2) последовательность может быть по- ф։ ։> добрана так. чтобы интеграл (2.4) по полуокружности 1.а стремился к нулю при т—Применяя теорему о вычетах, представим (2.4) п виде бесконечного ряда
֊- (у, х) = 2-,- ( Ч — ֊ Х> ,-7.. - У выч < '<». **). й)) (2.5) \ л (/Д (а —х) /Здесь 1(х, О—подынтегральная функция (2.4), а ^» = £» — й|* — корни уравнения Д(0^֊0 (2.6)которые расположены н порядке возрастания положительных значении Т)*.'Граисцеидснтнес уравнение (2.6) зависит от четырех параметров — у, и комбинации характеристик упругих материалов и Й3.Очевидно, характер напряженного состояния около края х а (а оо) определяется величиной мнимой части первого простого корня /, ;։—й], уравнения (2.6): если !)• * 1. имеем нулевое напряженное состояние, если

л,(0\.(0 Ы0ЫОВ общем случае любое и.֊ трех напряжений (3 I) пыражастся несобственными интегралами пнда
С *> О <0 - .г)՜1 ж .. ] Д(П (« х)“՜"’ (2.1)

которые можно находить приближенно с помощью различных численных методоп после определения ’ (у, х, /).Для исследования поведения напряжений в окрестности края по- верхности контакта х ±и (то есть а + оо) интеграл (2.4) по веще- ственной оси дополняется интегралом по
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1), < I, имеет место явление сильной концентрации напряжений. В случае же 1), = I напряжения на краях поверхности контакта конечны и в общем случае отличны от нуля. В табл. I приведены значения ц, при у, ֊г у, =— -—, •> х= 0.2 и = 0.3.2
Таблица 17.5 15՝ 22. :■ 30 37.5 45е 52.5'

0.0625 0.8062 0.8264 0.8784 0.9542 1.0580 1.2010 1.40470 125 0.8433 0.8453 <».8860 0.9527 1.0469 1.1771 1.35960.25 0.8905 0.8751 0.8992 0.9498 1.0257 I 1307 1.27000.5 0.9391 0.9155 0.9194 0.9444 0.9879 1.0475 1.11781 0.9798 0.9615 0.9462 0.9343 0.9264 0,9230 0.92432 1.0105 1.0097 0.9779 0.9139 0.8414 0.7796 0.73634 1.0391 4.5033 2.9770 0.8621 0.8691 0.6461 0.58238 8.3498 4.2264 2.8333 0.7316 0.7062 0.5307 ' 0.465316 8.0267 4.0727 2.7568 0.5561 0.5619 0.4269 0.374632 7.8559 3.9914 2.4561 0.4048 0.4277 0.3311 0.29816-1 7.7685 3.379՝- 2.3237 0.2900 0.3149 0.2476 0.2303
Из уравнения (2.6) можно найти границ} раздела областей конечных и бесконечных напряжений на краю поверхности контакта. Подобными вопросами занимались в работах [9, 10].Упомянутую выше границу можно представить зависимостью

A։sin2(71H •;.,) • Л_ 1) sin 2*(։ =■= 0 (2.7)На плоскости геометрических параметров приведены границы раздела областей конечных и бесконечных напряжений на краю поверхности контакта при 1) /։ 0.2, уэ 0.3 (фиг. 3), 2) чх - 0.3, у2 0.3 ((риг. 4)и 3) ^=0.3, •>. 0.2 (фиг. 5). Цифрами указаны значения р.Область конечных напряжении на краю поверхности контакта лежит по одну сторону с началом координат от ближайшей к нему кривой, определяемой уравнением (2.7). При V, ֊с., ц — 1 ома обращается впрямуючто совпадает с результатами для однородного материала,для которого концентрация напряжений отсутствует, если угол не больше развёрнутого.Анализ уравнения (2.7) показывает, что кривые, соответствующие различным значениям и, пересекаются в одной точке с координатами
֊ у arectg(0.5 - vjl/ ֊ (2.8)аге сое (2\. 1)I2 11



Кривые, соответствующие различным значениям V, в одной точке. и v2, не пересекаются

Найдем координаты точек пересечения кривых с прямой УггУ?Эти точки пересечения определяются координатами
г, ” 1 /2 (У* РО I \ ТО 04у. = 0, у, —• *г2 — arc cos (-----------------------1 (z.v I" ' 2 “ 2 \ J-1‘ /

Следовательно, для рассматриваемого соединения различных материалов можно подобрать такие растворы углов у. и у... что напряжения на краю поверхности контакта х - ± а (а = У ос) будут конечными, хотяв то время как для однородного материала угол при
вершине должен быть не больше — •Концентрации напряжений нс будет, когда угол более жесткого материала заключен в пределах1 /2 (•/.»—1«։) 5\ ~ х «— arc cos | —у---------=------- при

 ֊arccosf?^—— • 11 при ?<1 2 2 V 1—> / (2.10)
углы у, и у; нс должны при этом выходить за граничную кривую.Следует отметить, что при и - со граничные кривые стремятся к отрезку прямой у. = 0, при р - 0 стремятся к ломаной у, — 0, у։ ~ •—
и у2 — -֊- arc cos (2v2 1).
12



Представляет интерес рассмотреть случаи у։ ■■{-?.՛ плоскостиу, и р приведена граница раздела областей конечных и бесконечных напряжения при 1) V, = 0.2 (фиг. 6), 2) V, = 0.3 (фиг. 7) и 3) V, = 0.4 (фиг. 8) при различных значениях р. Цифрами указаны значения V...

Разграничивающий угол у, при(1 V2>/(1 при V2>71< J1 < .(1 — ՝<>)/( 1 — '*,) при v... < v։
равен 0 или - • то есть составное тело работает как однородное.Но при увеличении ч (« - • оо) ух стремится к пределу-֊-arc cos(2v։ — 1), при уменьшении ;<• (!1 — 0) у, стремится к пределу
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-i-arc cos (2՝>շ — 1). В интервале -у arc cos(2>, -I) 1 /о հ։ :-—arc cos (2v։21) при Հ. и arc cos (2^ 1) Հ։ -Հ arc cos (2՝<—1) при <,
уравнение (2.7), кроме тривиального ՛[ никаких корнейне имеет при любых значенияхЕсли в интервалах 0<_:*-<2(1 2\.);'(1 — 2*0 и !'<՛ .угол ! меньше угла Если V,. в интервалах у։ и(1 — 2^) о , угол больше Для значения.»1 = (1 — 2х.)'( 1 2^) разграничивающие углы одинаковые — •Автор весьма признателен Б. Л. Абрамяну за обсуждение и пенные советы.ВЦ АН Армянской ССР иЕреванского государственногоуниверситета Поступила 10 I 197?

I.. II.. ՀԱՐՈ1՚Ր-.;Ո1՚Ն;.1ԼՆ
ՈԱՂԱԴՐՅԱԼ ԱԱԱՋԴԱհԱՆ 1.111՚ՍՆՅԱ>ւԻ ՀԱՄԱՐ ՄԻ ՀԱՐԹ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ս. tl փ ո փ ո ւ մ
Երկբևեռ. կռրզինատային սիստեմում զիաարկվոսէ Լ շրջանային չորս 

աղեղներով սահմանափակված բաղադրյալ մարմնի առաձղականու.թյան տև- 
սաթյան <արք) ի։ն’քիրր։ Ենթադրվում է, որ միջանկյայ նյոլթր սահմանափա
կող ն ւաթերր ունեն միևնույն աոէէէձզական հա ւէւկէս թ յաններր և չափեիր։

հւնղիրր րսծվէսմ /, լարումների 'իուսկցիայի օղնուփյամբ։
Եզրային ս/այմաններր րա ւ(արարհչւոր Հեաո անհայտ ղսրծակիբների 

որո ման '.ամար ստւոր՚/ած Լ ւ/ինդււււյար ինաեւքրաք Հափսււարումների սիս
տեմ t Ավաոմ որ՛ի ՛ֆունկցիաների օղնով}լամ ր սինւքւււ/յար ինտեգրալ հավա
սարումների ռիէէահմր րերվւռմ Լ ձի[բերւո-1Ւիմանի եզրային խնղրին։ Այնու
հետև այղ. եզրային խնզիրր բերված Լ իրեզհո/մի երկրորզ սեռի ինտեզրէէղ 
‘ ակ ւսսարււէմների սիստեմի։

նյութ երի մ իայ/մ ան անկյուններից և արլաձզական հատկուքք յ/ււնների.զ 
կախված ւււսամնասիրվսւծ են անկյունային կետերում լարումների եզակիու֊ 
ի!յո: ններրւ
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THE PLANE PROBLEM IN THE THEORY OF ELASTICITY FOR A COMPOSITE BODY IN THE REGION CONSISTINGOF THREE LUNES
L. Л. HARUTIUNIANS ii m tn aryThe problem in the theory of elasticity for a composite body restricted by arcs of crossing circles is considered in a bipolar coordinate system.A full cohesion between the materials is effected along the contact line.The problem is solved by the function of stresses and reduced to the solution of a characteristic system of singular integral equations. By theory of automorphic functions of SIE it is reduced to the Hilbert- Riemann boundary problem. The solution of the boundary problem for the general case is obtained by regularization i. e. by reduction to a solvable system of the Fredholm integral equations of the second kind.
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