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Исследованию плоской смешанной и контактной задачи теории упру­
гости для составных плоскостей, полуплоскостей и полос посвящено много 
работ [1—8]. В этих работах принималось, что линии раздела различных 
материалов параллельны граничной линии, а свойства упругого материала 
в направлениях, параллельных границе, не изменяются.

В работе 19] рассматривалась задача о давлении жесткого штампа, 
приложенного на части границы упругой составной полуплоскости, когда 
полуплоскость состоит из двух квадрантов одинакового материала и полупо­
лосы между ними из другого материала, линии раздела которых перпен­
дикулярны границе полуплоскости. Смешанные задачи для составной пло­
скости и полосы с трещиной и первая основная задача для составной по­
луплоскости рассмотрены в работах [10—13].

1. В настоящей работе получено решение задачи о давлении жесткого 
штампа с основанием произвольной формы, приложенного на части гори­
зонтальной границы упругой составной полуплоскости.

Полуплоскость состоит из двух однородных и изотропных квадрантов 
с различными упругими свойствами, линии раздела которых перпендику­
лярны границе полуплоскости. На границе полуплоскости приложен жест­
ким штамп с гладким основанием так. что штамп находится одновременно 
на обоих материалах и расположен несимметрично относительно линии 
(л 0) (фиг. I). Предполагается, что трение между штампом и материа­
лами отсутствует. Для простоты принимается также, что граница полупло­
скости вне штампа свободна от внешних усилий. После решения задачи 
при принятых допущениях устраняются особенности напряжений и полу­
чаются уравнения, определяющие длины зон контакта. В частном случае, 
если материалы квадрантов одинаковы, то получается решение контактной 
задачи теории упругости для однородной полуплоскости, совпадающее с ре­
шением, полученным М. А. Садовским [ 14].

Поставленная задача сводится к определению ангармонической функ­
ции Ф.(х, у) в области правого квадранта и Ф .(х, у) в области левого 
квадранта. Ищем функции Ф.(л, у) (։ — 1, 2) я виде

•X
Ф|(х, у) - (-4/(а) 4- ( — 1)' 1 7хВг(а)]ехр[(— 1)' т.г]со5 («у) <</ 4

о
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со
(— 1 )' 1 j [С- (/) 4- %yD( (3)] exp [ Мsin (Зх) </3 (1.1)

и
(/ — 1, 2; 0 у < -՝с, 0 х при i 1, ос х -С 0 при i 2)

Здесь -4г(а), В,(а). СДр), ^г(Р) (* = I. — неизвестные функции, под­
лежащие определению из граничных условий и условий контакта.

Используя обычные формулы для определения напряжений и пере­
мещений [15]. будем иметь 

ео
б<_։) = — j а՜*՛ | /Ц (?) 4- ^xBt (7)] е ’ ՛ cos (ту) d* 4՜ 

0
со

4- J р2 [ С։ (3) 2£>: (3) '?yL\ (3) ] е՜'"7 sin (3.v) </3 

<> 
сю

о«' = J а3 [Л։ (а) — 2Я։ (а) 4՜ (я)] е " cos ( -у) di —

а
со

- р2 [С, I £) 4- А (и)] е ,у sin (fex) d'i

□о

(а= IA(*)— W +aA՛^» (a)le ՝sin (a^)d2 + 
0
ao

+ fsnC.Ci) - A<?) + 9yDt (8)]e-f’ cos (₽X)dg

(I
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ос
Г։ = ~{p[A(i)(l+v2) 2 3։(«)- 

б

*х&(«) (1 vc)] е” sin (cqy) — 

со
֊ J ИС\ (?) (1 4֊ V,) 4- D. (?) (1 - ч.) 4֊ 

0

4- $у£>» (?) (I 4՜ vj)1 е՜ " sin (?х) </? I

где F.i и ՝ij (i — I, 2) — модуль упругости и коэффициент Пуассона 
соответственно, Z/,. VY, тФ и перемещения и напряжения то­
чек правого квадранта, а С'.:, И... и о^2)—перемещения и напряже­
ния точек левого квадранта.

Граничные условия в рассматриваемой задаче имеют вид

К (х, 0) А (х) 

а«"(х, 0) = 0

(0 < X -< «1)
(а։ < л՛ < со)

(1.3)

И5(х, 0)=/..(х) ( а.. < х < 0)

<^(х, 0) = 0 ( » < х < — а։)
(1.4)

^»(х, 0) = 0 (0<х< ») (1.5)

о) = о (֊ *<х<0) (1.6)

а условия контакта или жесткого соединения квадрантов выразятся равен­
ствами

6'։(0, .0 = 4/,,(О, у) И, (0, у) = К (О, у)

=<”(0. у) (0. У՝! -'.'ДО. У) = -S (0. у)

Удовлетворяя условиям ( 1.5) и ( 1.6). получим

С.(?)^Д(?) (/=1,2) (1-8)

Используя граничные условия (1.3) и (1.4). получаем следующую систе­
му «парных» интегральных уравнений:

ОО
f?D, (₽) sin (М rf? - (х) 0 < х < а,

О
СО ОО (1.9)
f?’Dt (?) sin (?х) <3 = р (Д, (а) 2В, (а) 4- зхВ, (а)] е " “с/а

4) б
а. < .V <
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<30
J.3D, (?) sin (?х) <3 = - ^-/,(х) - а, < х < О

'0д
~ (1.10)

?’£>,(?) sin (?x)rf? = f з:[Л, (S) - 2В. («) - ххВ. (а)]ЛЬ 

... °
— ос < л < — а-

Удовлетворив условиям контакта двух материалов (1.7) и пользуясь 
пр»« »ТОМ формулами обращения для преобразования Фурье, получим сле­
дующие соотношения:

аВ... (а) = 2М, (а) =■£, (,) -
о

±7
= J («= г ?’)’ ՛

+ =0 (1.11)
\ *-»1 J

\ h։ Е. /
1—i _։S,(։)1_L> =

Cj Д3

Ah |А=}_>—_ 1+ъ £\(М с/й-ь
(Is ֊ S’)5 .

Из системы уравнений (1.11), выразив (з) (*), э^։ (?) и сг/70 (?)
через функции Z>j(/) и £>.(/), получим:

«д, '»)=;,/։, («) = -1 J? | n,F, ? h ֊г 4

о

4֊ р»—I D. (8)^ i- А Сз L ь —i__ 4- 4-
(a‘4-W I «J I ’’+8* 3 (а’Ч-РТ

+ l'-i7Tw (1.12)
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Р(Рг֊«8)
(’= + 0*)*

У
(«'֊И2)’

(?) $ 4՜

? . 14 ?(?г-»2)
а24֊?2 2 («*4֊ И*

.и—Щ?)<7? (1.13) 
(’’ + ?*)■

?(?=-**) 
6’4֊ ?*)5 -2|‘.-.--г г А(М+(7 5 |

где введены обозначения:

а _ 9 0. 4-1) (/к : 1)1
\ 4֊ 1 4- (3 — \.) т 3 7։ 4֊ (1 4- 7е) Щ

„ -1 <2 ~ - ’») т
1 4՜ *4 4՜ (3 — к) т 3 — V, 4- (1 4- ?2) т

_ 2 (у2 !- 1)(/и 4- 1) _______ ™_______
1 1 4֊ >։ 4՜ (3 — у?) т 3 — V, -֊- (1 4֊ 78) /п

1 Ъ 9 (1Ч-А)т
з — Л 4 (1 4- ^)т (3 V,) 4- (1 4- 7л) т

= 1 4- 4 . = (уа }1)т
(3 — \) т 4՜ 1 4-՝<’1 (3 — V..,) т 4* 1 4՜ 71

7, — 1 7.. — 1
т = ——; п. = ----------- ; п.. = —=------- (1.15)

Используя результаты работы [9]. выразим функции р/)։(Р) и 
из парных интегральных уравнении (1.9) и (1.10) через функции 

Л,(а), В,(а) иВа(а)

0«
(?) = -^(4(0 Л&)<!! +

О

г»
2 с֊\г՝ (ПЛ(?/)<//

«1
<О

?.02(?) = 4(Ч(ОЛ(РОЛ 

II а»
I 

ц- в Е\ Г У» (*)

о

(1.16)

(1.17)

(1.18)
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со со

Л (/) = / | «:А (’) ^о(яО Л —2< | (’) АЛ0(х/) </х
о о

со
+ /’ рй.Ь) К, (։/)</։ 

и

Ф' £֊’ 1” х/. (л-) (!х
2 1 у -а ֊ X2

(1.19)

(1.20)

ОО ОО

/< (') =- - | 7.2А, (я) £0(я-.) </з — 2՜ ( ?*Вй (а) Л'0(а-) </я 4 

(I о

со
'՜ ^В. (я) Л"։ (%, :) </а 

о
(1.21)

/(л*) -функции Бесселя первого рода с действительным аргументом, а 
А, (х) функции Макдональда. После подстановки значений функций 
?£։(?) и £/Л (3) из (1.16) и (1.17) в соотношения (1.12), (1.13) и (1.14) 
выразим 7/-11 (я); ՝Вг (а) и у.В..(г) через Л, (/) и /4(т)

’4, (7) = 4 |’ч՜. (О •{[(«. + ։)!֊> + !֊:■] (ч!) 
՛)

ОО

— ( 14 -I — Л + Л (0 [[(п։ 4-1) :ч -Г р2] ^о(аО — 

«»

о

■'1

С

(1.22)



10 В. С. Тоноян. А. Ф. Минасян

со
,,։ _ (։,)| л+А р.-։ (/) 1((„։ +1) _ п5] А' („) _

О1

У1
н, - кк. (։Л I. л + А (П. _ 1) ь Г<Г։ <-) а; (а-) <ь

о
со

4- Д- ( «2 — 1) ’.*3 \ ^2 (■) (*“) 4՜

<՛:

(1.23)

•11
«&(«) -4 (П} 1) рв \ ՝1\(/) Ао(?/) (И 4֊

6

ОО и,
֊ 4<"> *,>(«/)<« ֊(117г01{[(», + 1)1Ъ-2^]^М֊

«։£ 0

оо
(|*; — Не) ’■ • (3*)| 4՜ \ ^2 (*> |Кл* ՛■ 1) Нт ~ 2’1е 1 (’*) -

— (14 - Нв)«-^։(«-)| (I- (1.24)

При получении формул (1.22). (1.23) и (1.24) были использованы 
значения интегралов, приведенные в работе [9].

Подставляя значения функции а/1։(а), аВ։(а) и аВ2(«) из (1.22), 
(1.23) и (1.24) в (1.19) и (1.21). для определения / ։(О и 53(т) получаем 
систему интегральных уравнений Фредгольма второго рода, которая после 
некоторых преобразований [9] примет вид:

Л1(Л = 21(г)4 [ Г,(ПК.и, ()л ■ -)^

*| '4
фо со

Г։(.-) = 2.(г) рДОКли. ол уГД-ЖДг, -)</■ 

<4 «։

(1.25)

где

о / \ Ьг и\ / о \ 1п/г , г* /4 -М/->г1п 1'.г 1(г) = “7 г 4 1 (0 ('“1 - 21'\)֊ ֊ Т % ------ ----------- ------ <//
~ Л ^ — 2' {Р~г-У |
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- ™ (<•»„ — ։о5) -2 г*-2-г1п?/2
е-2֊2т

(1.26)

(”4 2%)
1п //2 

■

I2 2՜ 2/а 1п (!г г//-Г (<"в • ш5)

г (•։՝։ — 2«-»2) 1п Г) г
I՝2֊ г2

х1 — / ' -г 4/-2" 1п Г: г 
(/* - г֊У

1'4 = И5— 2*4: <й4 = (Л1Ч֊1)14 + 112 —2(«1 О 545 “4 ~ — 14 “
4^

(1.28)
%— (л։ — 1)14; ш: 14 4- (п24- 1) 54 2(«.. + 1) р. -|֊ 4|4

‘Ч = (Л2 + 1114 - 214; и4 = 2 (14 — 14)

Для решения системы уравнений (1.25) сперва покажем, что

ЭС СО

I (2> 0! т- I К? («, “) ։ </՜ < 1

(1.29) со ео
р<։(», ()|Й+ ркч(*. ^)|</-<1 

«I а.

к՛ > 4 Г 1п: г V — г2— 2-՝1п х/х
(*.')= ~ 2 ™ К - 2и4) ---------Г т К ~ ш։)-------7Т------ 3------

I •• ֊ -г- (’■ —
(1.27)

... , V 4 . о . 1п/.'х /- — 2- 2/21п//х
Лэ (г, /) — 2 (о>4 4- 2“Ч) — ֊ (% - ”>4)------- __ ------

К, (.-, -.) = 4 2 I ('•<: - 2%)4֊4
К- I - 2՝

'•'1 = (": -Г 1) 14 : 2 (Л| 4- 1) !4 ։

2<--4 + 4^2-1п -/г 

- г2У

I На п‘•4 54 -г ~ “ 214 “Г 14
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Действительно, каждое ядро /С(г. /) (; = I, 2, 3. 4) имеет вид, анало­
гичный, приведенному в работе [9]. Используя результаты оценок, при­
веденных в работе [9], доказывается, что

Л. <50

[|Х,Ь, /)|й+ Г|К։(։, *)|<Л<

«։ «:

4 [у, -| (2 -у2) т 4֊ /п (т I)] [1 - >, — (1—’'■>) т| |1 4- — (3 /п]
[1 *։Т (3 — 7„) лп][3 — •'։ ‘ (1 -г ■'։) /«1

(1.30)
со со
(■|К,(2, /)|Л+ ||К,(х. -)|Л< 

■ • >

(1-31)

^4 [171 1 4-/П (У.27П 1-2 —}֊ [(1 <)/П— (1 >1)][3 — у, Г (1
[1 4 4-(3 —72)тп|[3 ’'14-(1 4-М'”1

Когда уа'-С1/2» при любом О правые части (1.30) 
меньше единицы, тем самым доказывается справедливость утвержде­
ния (1.29). Очевидно, что функции -։ (/) и ^.(/) ограничены сверху 
и стремятся к нулю, когда / -> ос.

Решая систему интегральных уравнений (1.26) методом последова­
тельных приближений, получим выражения функций г. (О и /\(т). Да­
лее, по формулам (1.16), (1.17), (1.22), (1.23), (1.24) последовательно 
можно определить все искомые функции, а следовательно, и напряжения, 
и перемещения в любой точке составной полуплоскости.

Нормальные напряжения под штампом и перемещения вне штампа на 
линии у ~ 0. выраженные через функции /\(0 и Л(0» имеют вид

п? ֊ 2 * Г\ (а0 - Ч-ЛаД
՝* ’ * а։ ' * 3 гуе-.е~

л

+ — л-С Г,{1} Л | 1Г, (*) 0 < X < а,

«1

?-<֊ „ 0) = 1£
- а2 | а; х՜ г. ,) т- р — л-

0<х<Ц;
* Л ~ л<* а3
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- 7~7՜ г 1/7^7՜
О 17|

ОО

(1.32)

К(-Х, 0) =-- 4 ± Г _Ь 1 ± Г г
Г ] | ха---2 Г. Е,: | х։ -?

О п։
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Формулы (1.31) и (1.32) определяют напряжения и перемещения для 
заданных величин контакта а։,

Если эти величины не заданы, то их можно определить из условия 
непрерывности нормальных напряжении, что выражается трансцендентны­
ми уравнениями

Ч\(а։)-Л(«։) =0, <Гг(а։)-Га(а։) = 0 (1.33)

В частном случае, когда Е1 = Е:, V, =т;. а,—а-:, получим решение зада­
чи о в&авлинанни жесткого штампа симметричного очертания на упругую 
однородную полуплоскость, совпадающее с решением» полученным М. А. 
Садовским [14].

2. В качестве примера рассмотрим задачу определения зоны контакта, 
когда основание штампа имеет форму

/,(х)^о(1 х) 0<хСа։; /г(х) = о(1—х) аг<х<0

Тогда из (1.18) и (1.20) имеем

Решая систему уравнений ( 1.25) совместно с первым уравнением соот­

ношении (1.33) с учетом (2.1) при V. = у։ —- в зависимости от отношс- 
О

ния т = Е,/Е: — 1, 2, 3, 5 получим соответственно следующие размеры 
зоны контакта: а,. 0.96а։, 0.82п։, 0.80с..

Институт Механики \Н Ар.мССР 
Ереванский политехнический 
институт им. К. Маркса Поступила 24 X 1978
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•I.. H. Sin.tHIU,. Հ. $. 11հՆԱ113Ա\
ԱԴԱԴԴԱԿԱՆ ՐԱՂԱԴՐՅԱԼ ԿԻՍէԱԱՐԹՈԻԹՅԱՆ ՀԱՄԱՐ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ՄԻ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո է մ
/Հշխատանրսւմ դիտարկվում է կամայական տես րի Ունեցող կորո

դրոշմի ճնշման խնդիրք)' կիրսէոված աուսձդտկան բաղադրյալ կիսահարի»։-, 
թյան հորիզոնական եզրի մի մասի վրա։ Երկու րաոորդ Հարթււլթ //ււննԼրքէ.. 
սրոնր պատրաստված են իղոտրոպ, բայց տարրեր նյութերից իրար միացված 
են այնպես, որ կազմում են մի կիսահարթությունւ Կիսահարթության ՛՛ ՛/> 
զոնական եզրի վրա կիրասված ք; ողորկ • իմրով կոշս։ դրոշմ այնպես, U/tj 
դրոշմը դսւնվում է. երկու նյութերի վրա միաժամանակ և նրա դիրրր նյւււՕերիպ 
կոնտրակտի դծի նկատմամր սիմետրիկ շԼ։ եէնդիրր քուծված f, ֆուրթքի մե­
թոդով։

Ինտեգրման գործակիցների որոշումը Բանդել Լ երկս։ «զույգւ ինտեգրալ 
հավասարումներից բաղկացած սիստեմի ftit ծ մանր. ընդ որում ՛րոյդ ին-Հ 
ւոեորսէք Հավասարումների սիստեմի քուծոլմր բերվեք Լ ֆր եդհ ոլ մի երկրււրդ՛ 
սեոի ինտեգրալ Հավասարումների սիստեմի քոլծմանր։ Ստացված են կոն­
տակտի չափը որոշող երկու տրանսցենդենտ հավասարումներ։ II ասնսւվոքո 
դեպբոէմ, երր դրոշմը սիմետրիկ է կոնտակտի դծի նկատմամր I։ 
l']=V՛,. Ք| — Աշ. ստացվում Լ համասեռ, կիսահարթության եդրի վրա կոշտ՛ 
դրոշմի ճնշման հայտնի խնդիրք։:

Կոնտակտի չափի որոշման >ամար բերված 4 թվային օրինակր

A CONTACT PROBLEM EOR AN ELASTIC COMPOUND 
SEMI-PLANE

V. S. TONOYAN, H. F. MINASiAN

Summary

The present paper considers the problem of pressing a rigid punch 
into a part of the boundary of an elastic compound semi-plane. The 
semi-plane consists of two quadrants made of different materials. On the 
horizontal edge of the semi-plane the rigid punch with a smooth base 
is pressed in such a way th at the punch is located asymmetrically on 
the two materials simultaneously. The problem is solved by the Fourier 
method.

The determination of integration coefficients is reduced to the 
solution of a system of two dual integral equations. The solution of 
the latter is reduced to the system of Fredholm’s integral equations 
of the second kind. Two transcendent equations are derived to define 
the dimensions of the contact zones.

A numerical example is given.
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