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ОБ ЭФФЕКТИВНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ КОНТАКТНЫХ 
ЗАДАЧ ДЛЯ ЛИНЕЙНО-ДЕФОРМИРУЕМОГО ОСНОВАНИЯ 

С ТОНКИМ УСИЛИВАЮЩИМ ПОКРЫТИЕМ

Рассмотрено интегральное уравнение второго рода на конечном ннтер* 
нале с ядром. зависящим от разности аргументов. К уравнению такого ти­
па приводится ряд плоских контактных задач дли линейно-деформируемых 
оснований, поверхность которых усилена тонким упругим покрытием.

В давно»։ работе установлена разрешимость указанного уравнения а 
функциональных пространствах, важных в приложениях, а։ построено ре­
шение в виде ряда Фурье по полиномам Лежандра.

В качестве примера рассмотрена контактная задача теории упругости 
о вдавливании штампа в упруг՝ю полосу, покрытую вннклеровскимк» пру­
жинами и лежащую без трения на жестком основании. Результаты работы 
могут также найти применение в плоских контактных задачах при наличии 
абразивного износа |1).

1. Пусть поверхность линейно-деформируемого основания усилена по 
всей длине |х|<оо тонким упругим слоем, работающим но типу основания 
Фусса-Вннклера. Допустим теперь, что такое слоистое основание нагру­
жено некоторой распределенной нормальной нагрузкой £?(л) на участке 

Под действием ее граничные точки основания получат перемеще­
ние :՛(*). которое складывается из перемещения С,(х). возникающего бла­
годаря деформации линейно-деформируемого основания, и перемещения 
Уг(х), возникающего благодаря чисто местным деформациям покрытия.

Известно, что для лнненно-деформируемого основания [2, 3] функция 
у,(х) имеет вид

V» (*) =

где 0, — величина, характеризующая фнэнко-механнческне свойства ли- 
>:>. нно-деформируемого основания, р - характерным геометрический пара­
метр.

Функция ;• (х) в общем случае может быть представлена в форме

Здесь величины А, 0 характеризуют упругие свойства покрытия.
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Таким образом. функция у(х), характеризующая перемещения граиич- 
ных точек всего основания будет иметь вид

г» <м
и(х) —кд{ху ֊^- ( д(:)^И ^^֊соз/и' — \ди (1.1)

Л е' « \ 1՝ /
—а V

£(«) = /.,(„) IL.Su}, ,/ = А (1.2)

Для ряда практически важных случаев /-(«) и в (1.2) удовлетворяет 
следующим условиям:

1) функция Л(.ч)//<՛ непрерывна, вещественна и четна на оси |п|<Ссо.
2) функция

— О (|«|< ) (1-3)
и

3) функция

Д(«) = Аи , О(«=)(и-0), ^ = Сгц֊’;[1 +о(«-’)] (1.4)
и

(и — аэ) 
0<7<1

>1, С, 7, ՛> — постоянные, причем при ; 0.5. у при
*<0.5.

Полагая, что в (1.1) г» (■*•■) — «(х) известная функция (задача о 
штампе), с учетом обозначений а~^>-1 = р, х ах', ; = а: , /—>/а, 
<7 (х) = ф (л- ), /(л՛ ) ֊ (х) (штрихи в дальнейшем будем опускать),
получим интегральное уравнение контактной задачи в безразмерных 
переменных

1

(L5
Az U) — (| -■“) cos ulda Л j

о
Исследуем дал -е структуру решения интегрального уравнения (15).

2. Введем некоторые определения для необходимых з :зл:>::֊йп.ем 
пространств.

1. Обозначим через Н-t множество функции ч(х) таких

Шн֊— !г7(п)|‘О/«<^, Л?(п) = ( h(x)e։aidx (2.1) 
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Очевидно [4]. элементы из /7, принадлежат некоторой шкале гильбер­
товых пространств.
'2. £г (а. Ь) — пространство абсолютно суммируемых на |о. со степенью

1 функций с обычной кормой.
3. С(а. Ь) пространство непрерывных на [а, функция.

4. 1Г — пространство абсолютно суммируемых со степенью г числовых 
последовательностей. В работе В. А. Бабешко [4] доказаны следующие:

Лемма 2.1. Любое пространство А,, С; 4՜ 0.5)՜’< г-< , •; 0.5 
'՛'■ 1<г<-, 0.5 <С 7 вложено в Н~.

Для исследования структуры решения уравнения (1.5) изучим свой­
ства функции К(/).

.’•с.ч.на 2.2. Справедливы при / —0 оценки

К(0 О(Г;՜’), 7<0.5; К(0 = О(1п|/!), 7 = 0.5

Л* (О 0(1}, •;>0.5

При | * | >£>0 функция К(О непрерывна.
На основании леммы 2.2 доказывается теорема [4].

' со рема 2.1. Оператор

I
/?г = [?(?) К(^֊-^<Г: (2.2)

՝’’ 1

действует из кг в С( Т, Т) вполне непрерывно. Здесь 
(2р)"‘<Х ,7<0.5; 0.5<-;; Г<<оо.

Теорема 2.2. В пространстве А.. ( ֊1. 1) (0.25<; <1) решение 
уравнения (1.5) существует и единственно при любом значении пара­
метров р, Х£(0, оо), если /(х)^А?(—1, 1).

Для доказательства умножим (1.5) на ?(х)£Аг( 1, 1) и про­
интегрируем по всей оси. Получим

К :;л/, = /(л)?֊(х) </х (2.3)֊
- 1

Здесь нужно учесть, что ф(х) ~ 0 при |л| > I.
В силу теоремы 2.1 и леммы 2.1 соотношение (2.3) корректно. Из тео­

ремы 2.1 следует, что к уравнению (1.5) применима теория Фредгольма 
[5], а в силу (2.3) имеем: если |’(х)=0, х £ [ — 1. 1], то <|(д)=0, |х|<оо. 
Теорема доказана. Далее ограничимся изучением лишь четного случая, то 
есть предположим, что функция /(х), а следовательно, и ф(£) в (1.5) — 
четные. Рассмотрение нечетного случая можно провести аналегнчне.м об­
разом.
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3. Будем искать функцию <р(£) в (1.5) в виде следующего ряда по нор­
мированным полиномам Лежандра [6]:

«- ՝) — 1
?К) = У атР^), />„(:) = I/ ֊ Л,(:) (3.1)

« о ’2

Известно [5 |. что они составляют базис в пространстве 1. 1). В силу 
теоремы 2.2 ряд (3.1) сходится по норме пространства L (— 1, I). а соот­
ветствующие последовательности {а..} £/2 ввиду равенства Парссваля 15|. 
Функции K(t) и /(х) разложим соответственно в двойной и одинарный ря­
ды по указанной системе полиномов. Будем иметь

= у у с (л) р;, (о р;, (х) (3.2)

/(*)= У ЬтР?т(х) (3.3)
т— О

В силу леммы 2.2 и ограничении, наложенных на функцию /(х) в тео­
реме 2.2, ряды (3.2), (3.3) сходятся по норме пространства /-.(֊֊ I, 1).

Воспользовавшись известным [6] свойством ортогональности полино­
мов Лежандра, получим

1 1
■ с0(!)= f (3.4)

-1-1
1

= p(x)Pk(x)rfx (3.5)

I
Подставив в (3.4) Л'(0 в форме второго равенства (1.5) и используя ин­
теграл [6]

Г» , х . (֊ 1Г*Г(2п + 1) . ( .Ръ. (х> cos ахах -- -----------------------— /. . а)
(2п)!Г(1/2)). 2О

О

представим коэффициенты в виде

(3.6)

Лелмга 3.1. Если функция /(х) (-£2(—1, 1), то любому решению 
ф(х) из класса /.2 (—1, 1) уравнения (1.5) соответствует последова­
тельность чисел [а,-} из класса Л, удовлетворяющая бесконечной си- 
стеме линейных алгебраических уравнений
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а., = ֊ ֊ У стп(Х) 6л (« = 0,1, 2,...) (3.7)
Р т-0 Р

Наоборот, если функция /(.г) -1, 1), то любому решению а,. | 
из класса I системы (3.7) соответствует решение о (х) Аэ.( 1. 1) 
уравнения (1.5) вида (3.1).

Для доказательства, с учетом теоремы 2.2. подставим в интегральное 
уравнение (1.5) функции <р(£). Г(х). А(О в виде (3.1)—(3.3) и вычислим 
интегралы, используя свойство ортогональности полиномов Лежандра [6]. 
11олучим соотношение, в левой и правой частях которого стоят ряды по 
четным полиномам Лежандра. Приравнивая коэффициенты обеих частей 
при полиномах одинакового номера, получим бесконечную систему (3.7). 
Легко производятся и обратные преобразования с учетом соотношения 
' ]) - т I/, •

Теорема 3.1. Если функция /(.т)£Ал( 1, 1), то оператор, стоя­
щий п праной части (3.7), действует в пространстве !■ и является а 
нем вполне непрерывным [5] при всех р, Х£(0, х:)-

Учитывая поведение ядра интегрального уравнения (1.5) (лемма 2.2) 
и равенство Персеваля [5] ГгЬ. 1 нетрудно показать, что
при

У V (>.)<«,, {/Д А. (3.8)
m~d.fi “О

Отсюда следует, что оператор, стоящий в правой части (3.7), действует 8 
пространстве последовательностей /... и является там вполне непрерывным 
при р, >.£ (0, =»). Поэтому к системе применима альтернатива Гильбер­
та [7] о разрешимости бесконечных систем. Поскольку соответствующее 
■истеме (3.7) решение интегрального уравнения ( 1.5) существует и еди.ч- 
•твенно в пространстве А.( 1. 1). то в силу леммы 3.1 существует един­

ственное нетривиальное решение бесконечной алгебраической системы (3.7), 
принадлежащее пространству которое можно найти с любой степенью 
точности методом последовательных приближений или методом редукции.

Решив систему (3.7), найдем затем по формулам (3.1) решение инте­
грального уравнения (1.5). При этом обобщенная сил? вычисляется по 
формуле

1 ,
I о(=)^ = 1 2 у ак (3.9)
3 Л’-й
- !

4. В качестве примера рассмотрена плоская контактная задача о вдза- 
чиваннн штампа с плоским прямолинейным основанием ширины 2а в упру­
гую полосу толщины И, покрытую «вииклеровскнми» пружинами [8, 9]. с 
упругими характеристиками V (коэффициент Пуассона) и 6' (модуль едзи- 
га), лежащую без трения на Местком основании. При этом
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ճյ(ս) = Լ(ե՚) = сЬ 2г/ -- 1
տհ 2 и 4֊ 2и

֊ О

>. = Лег՜1, /4 = 0.5, 5, = (7(1 — >)՜’, А - коэффициент гсстелн основе- 
я Фуссз-Винклера.

Решение задача может быть получено методом, изложенным в п. 3. 
При этом значение коэффициента р я (1.5) бралось разным единице. Коэф­
фициенты разложения С я,« (л.) подсчитывались с четырьмя точными зна­
ками после запятой при различных значениях л и занесены з таблицу 1.

Таблица /

ЛК! А=2 \=1 >=1/2 тп л^2 л=1 х = 1/2

00 2.4544 1.4159 0.7477 22 0.4497 0.4432 0.4177
01 -0.3073 -0.1960 -0.0742 03 -0.0100
02 ֊0.0343 -0.0390 -0.0395 13 —0.0330
11 0.8262 0.7714 0.5805 23 -0,1122
12 —0.1863 -0.1799 -0.1312 33 0.3049

В табл. ֊ з.-.несеиы значения ф(0) при различных к - величины обоб­
щенных Р. Отметим, что пох-решкость приведенных з табл. 2 результатов 
-Че превосходит 1.5%.

Таблица

?(0) Ր
Х = 2 л — 1 л^1/2 Л 2 >=1 А-1/Ջ

0.860 1.258 1.774 2.253 3.037 3.949

Пон этом 5 урезанной системе (3.7) достаточно было ззять не более 
четырех уравнении.

Автор благодарит В. М Александрова за ценные советь: иомошь.
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Ь. Վ. ԿՈՎԱԼԱՆԿՈ

ՈԱՐԱԿ ՈՒԺԵՂԱՑՆՈՂ ԾԱԾԿՈՒՅԹՈՎ ԴմԱՅԻՆ ԴԵՖՈՐՄԱՑՎՈՂ 
ՀԻՄՔԵՐԻ ՀԱՄԱՐ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ 

ԼՈՒԾՄԱՆ ԷՖԵԿՏԻՎ ՄԵԹՈԴԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

/ վերջավոր ինտերվալի վրա ՛փաթեթի տիպի .՛,րկրււրդ սեռի 
ինտեգրալ հավասարումների հատուկ դաս, օր ոնց կորիզները պարունակում են 
6 Известия АН Армянской ССР. Механика, № 2 
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երկրաչափական կամ ֆիզիկական I հ (0, >֊ ) պարամետր։ Այզպիսի Հա 
>/ասարամների են բերվում բարակ առաձգական ժաժկայթներով ումեղացվսո 
մակերևույթներով զծային զևֆորմ ացվոզ Հիմ բերի Համար, մի շարբ հարթ 
կ ո ն տ ա կ ւո այ ի ն ի։ նղիր ն Լ ր ։

Կիրաոաթ Հունների Համար կարևոր ֆունկցիաների տարած ութսուններում 
gnitg Լ տրված ինտեգրալ հավասարումների լո։ծե[իո։թյունր և կաոուցվաո •' 
էֆեկտիվ {ածում անչափ պարամետրի կամայական արժեքների .ամար։

ON THE EFFECTIVE METHOD OF SOLVING CONTACT 
PROBLEMS FOR A LINEAR-STRAINED BASIS WITH 

A THIN REINFORCING COAT

E. V. KOVALENKO

Summary

Investigated is the special class of integral equations of the second 
kind of a convolution type on the finite interval whose kernels involve 
some geometric or physical parameter X (0, ). To such equations is
reduced a series of plane contact problems for linear-strained bases 
whose surface is reinforced with a thin elastic coat.

The solvability of the integral equations in spaces of functions, 
significant in supplements, is proved and the solution, effective for any 
value of the dimensionless parameter is obtained.
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