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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ НЕСЖИМАЕМЫХ ПЛАСТИН 
ПРИ РАВНОМЕРНОМ БОКОВОМ ДАВЛЕНИИ

Введение. В работах [1, 2| исследована соответственно устойчивость 
полосы (плоская деформация) и стержня кругового поперечного сечения, 
которые помещены без трения между двумя абсолютно жесткими стенками 
и к боковым поверхностям которых приложено равномерное давление. Ма
териал полосы я стержня считался упругим, несжимаемым с произвольной 
формой потенциала. В результате исследования в [1.2] получен следующий 
вывод: состояние равновесия является устойчивым, если к боковой поверх
ности приложено давление в виде «следящей» нагрузки и неустойчивым, 
если к боковой поверхности приложено давление к виде «мертвой» нагруз
ки. В последнем случае критическая нагрузка для длинных полосы и стерж
ня приблизительно в два раза меньше эйлеровой силы при осевом сжатии. 
Для проверки общности полученных результатов целесообразно исследо
вать другие задачи рассматриваемого класса (для тел с поперечным сече
нием другой формы).

В данной статье исследуем устойчивость пластин прямоугольной и 
круговом формы, которые помещены без трения в абсолютно жесткие ци
линдры соответствующей формы' (что определяет граничные условия на 
горцах пластин) и к боковым (нижней и верхней) поверхностям которы.՝ 
приложено равномерное давление в виде «следящей» или «мертвой» нагру
зок. Для опред» лсиия «следящих» нагрузок будем использовать соотноше
ния [3]. которые в рамках теории малых докритических деформаций явля
ются более точными по сравнению с обычно принятыми. Материал пластин 
будем считать изотропным, несжимаемым с произвольной формой потен
циала. Следуя работам [ 1—5]. исследования выполним в общей форме для 
грехмерных линеаризированных теорий упругой устойчивости при конеч
ных и малых докритических деформациях [6, 7]. При исследовании при
меним лагранжевы координаты, которые в нёдеформиррванном состоянии 
совпадают с декартовыми (л,. х;;. х ) или круговыми цилиндрическими 
(<. 0. х.) координатами. Величины, относящиеся к докритичёскому состоя
нию, отметил։ индексом «ноль», возмущения отмечать индексом не будем.

Заметим, что в рассматриваемых задачах в силу условия несжимаемо
сти для докритичеекого состояния при его определении приходим к зада
че о всестороннем равномерном сжатии. В связи с этим можно использо
вать основные соотношения [3—5]. Следуя | I. 2, 4. 5], будем полагать, что 
выполняется неравенство

!\>>0 (0.1)

которое обе.: пг швает устойчивость состояния равновесия несжимаемого те-
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•а при всестороннем равномерном сжатии, когда ко всей боковой поверх - 
ости приложено давление в виде «следящей» нагрузки [4*. Величина ц0 а 

<0.1) определяется через упругий потенциал соотношениями (1.8) или (1.9).

§ 1. Основные гоотношемня. Следуя [I—5], представим s следующем 
виде линеаризированные;
уравнения движения

'.'-С1 grad div и — rot rot и -r- grad р— \*и =■ 0 (1.1)

условие несжимаемости

div и — 0 (1.2)

граничные условия в напряжениях на части S, поверхности тела

<2‘1о ” 3<d ('.‘г - r.oto «Ч* (1.3)

выражения для определения правых частей граничных условий (1.3) при 
действии на S, ֊'Следящей» нагрузки

Р ~ - 5в ( jV-vu т /V X rot (1.4)

1i (1.3) и (1.4) получаем граничные условия, когда действует «сле
дящая» нагрузка, в следующем виде:

<2jia.V-7u - р0Л՝ rot и - Л» 0 (1.5)

Из ( 1.3) получаем граничные условия, когда действует «смертная нагрузки 

(Р — 0). в виде

1<2)Ч '«)'V-vu (Ро =«) \ X rot и 4- Np] ֊ 0 (1.6)

Примечание I. Из сравнения выражений (1.5) и (1.6) следует, что 
раиичные условия (1.5) при действии «следящей» нагрузки можно полу
пить формально из граничных условий (1.6) при действии «мертвой» на

грузки. если в последнем выражении положить п„ = 0. которое входит явно.
I раничиыс условия (1.5) и (1.6) относятся к боковым поверхностям. 

На торнах, которые соприкасаются без трения со стенками абсолютно 
жестких цилиндров, будем считать, что выполняются следующие условия

ип — 0; Q.s =■■ 0 (1.7)

В (1.7) введены обозначения: Нп—составляющая вектора перемещений, 

направленная по нормали к торцу; Qs —составляющая вектора напряже
ний на поверхности горца, лежащая в касательной плоскости.

В (1.1)— ( i.6) и ниже введены следующие обозначения: и— возму
щения вектора перемещений; о плотность материала в естественном (не- 
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деформированном) состоянии; Л —орт нормали к поверхности тела в есте

ственном состоянии; /’—возмущения внешних нагрузок, действующих на 
•*>,; р возмущение величины, связанной с гидростатическим давлением (за
метим. что вышеизложенные соотношения сформулированы относительно 

вектора м и скаляра р); <•„ напряжение, соответствующее всестороннему 
равномерному сжатию (заметим, что напряжение о„ является истинным к 
для теории конечных докритических деформаций, поскольку в силу усло
вий несжимаемости при всестороннем равномерном сжатии площадь по
верхности тела не изменяется): н„ величина, которая определяется через 
упругий потенциал из нижеприведенных выражении.

Следуя [4]. приведем выражения для определения величины ц,-. через 
упругий потенциал, который является функцией /1$— алгебраических ин
вариантов тензора деформаций Грина. В этом случае для теории конечны՝ 
докритических деформаций получено следующее выражение:

— — )ф°
О A дАМ Uj. о

Ф> Ф°(Л?, Л?) (1.8)

а в случае первого и второго вариантов теории малых докритических де
формация - следующее выражение:

=4ьф0 

а А*
-u z- Ф^Ф’ЧЛа, Лз)

Л?=0
(1-9)

Исследуем вопрос о применимости метода Эйлера к рассматриваемым 

задачам. В случае действия «мертвых.» нагрузок (Р = 0), как известно, 
можно применять метод Эйлера. В случае действия «следящих» нагрузок 
на боковые поверхности первое условие (17) обеспечивает выполнение до
статочных условий [8] применимости метода Эклера. Таким образом, в 
рассматриваемых задачах как при действии «мертвых» нагрузок, так и при 
действии «следящих» нагрузок можно применять метод Эйлера. В связи 
с этим в дальнейшем будем применять уравнение (1.1) без инерционных 
членов в виде

grad div и rot rotu-г grad р = 0 (1.10)

Следуя |7]. запишем представление общего решения уравнении (1.10) к 
( 1.2). В данном случае оно имеет вид

где ф к у, ֊гармоническая и бигармоническая функции. В (1.11) через
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II к S обозначены нормаль и касательная к контуру поперечного сечения 
при х. = const.

Таким образом, рассматриваемые задачи сводятся к однородным за
лечим: к уравнениям ( 1.10) и (1 2); граничным условиям ни горцах (17)- 
граничным условиям по боковым поверхностям (15) при действии <-сле- 
дящнхз плгрудок или (1.6) при действии • мертвых - нагрузок.

Примечание 2. Уравнения (1.10) и (1.2). а также граничные условия 
при действии «следящих* нагрузок (1 5) переходят и соответствующие од
нородные соотношения линейной классической теории упругости, если ве
личину |i. заменить ил постоянную Лимг р Граничные же условия (1.6) 
при действии мертвом- нагрузки и граничные условия па горнах (1.7) не 
переходя՛։ в соответствующие выражения классической ֊.инейной теории 
упругости при указанной замене.

Перейдем к исследованию устойчивости пластин конкретной формы.

§ 2. /7ря,мор?о.։ьныс плас:ины. Рассмотрим устойчивость прямоуголь
ных пластин (0 л'։ и: 0 х (•՝, — Л дсэ 4 /i), которые при

0. и н хг = 0, Ь соприкасаются без трения со стенками абсолютно 
жесткого тела, а при л\ Л загружены равномерным даиленнсм и 
виде „следящей“ или „мертвой“ нагрузки.

Нл (1.7) получаем граничные условия при х, 0 и п п следую
щем виде:

(2.1)

а также при х. = 0 и х. — b в следующем виде:

ir^ — О, (2.2)

Из (1.5) пглучзс.м граничные условия при х. = ± Л в случае действия 
«следящей нагрузки в форме

Из (1.6) получаем граничные уч лопни при \ — й в случае действия 
Юртвой:՛֊ нагрузки в форме

Согласно ( 1.11) общее решение представим в следующем виде- 
5 I'Lhicctb» АН Армянской CLP, Мс нитка. ,\v !
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С , о- д д* .
«։ := т~ Ф----- 7—:— z: «а = — .7— ?----- z

dx- дххох3 dxi дх.,дх3
к О'/ (2-5)

"։=r~W/: р=^

Гармоническую и бнгармоническую функции ։|՛ и Z. удовлетворяющий 
условиям из торцах (2.1) и (2.2). представим в следующем виде: 
для изгибной формы потери устойчивости

. л l • m , п „ „ / т~ . п- \A sn -, Х3 Sin г. ---  Х4 sin “ ---  X,, i ‘ — "* ( — | —- )
а b \ а՛ Ь': /

(2.6),
/ - (j5 ch •, Xj 4* С\л-3 sh * х3) cos - — x։ cos " — x. 

a b

для потерн устойчивости с образованием шейки

v = A ch sin " —х։ sin ~ — х., 
а b

т п (2։7)
/ (/Л.|| ;х։ г ( \.Vj rh ’(Xj) соь ” x։ cos ’ — x2

a b

Рассмотрим вначале случай действия «мертвых» нагрузок, так как при 
действии «следящих» нагрузок результаты можно получить из рассматрн- 
: аемого случая, следуя примечанию 1, $• 1. Подставляя выражения (2.6) п 
граничны»- условия (2.3). после ряда преобразований получаем характери
стическое уравнение в виде

о = О, Й = det jг., ; 4 j 1, 2, 3 (2.8)

В (2.8) введены следующие обозначения:

- ^'^-K chf/i, а։2 - ^-^2(2^- ^) ch-f/)
b а

Ъ — - — •[" (2р0 з0) 7/» sh -f/» ֊ ~ — 7г2|‘о ch 7// 
а а

, (2-5)то пи па _— ап » я32 _ а12 — , — а13 —- • » аз։ — О
an b т b т

7зг ('2г‘о л.) 7ash ;Л, зза — (2«0 о0) ch 7Л |- s0-;Jsh 7/1

Подставляя выражения (2.7) для случая потери устойчивости с образова
нием шейки в Граничные условия (2.3). также получаем характеристиче
ское уравнение п виде (2.8) я (2.9). Таким образом, две различные фор
мы потери устойчивости (нзгибная и с образованием шейки) соответству
ют одному и тому гкс характеристическому уравнению и. следовательно, 
имеют одну и ту же критическую нагрузку. После ряда преобразований ха
рактеристическому определителю (2.8) и (2.9) можно придать следующий 
вид:
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6 = - 7^(2^ — 1 _ 2;ьо г Др sh 2; Л 

2^0 ”” Зо
(2.10)

Следуя примечанию I. § 1 и положив в (2.10) а„ = 0, которое входит явно, 
получаем характеристический определитель для случая действия «следя
щей» нагрузки в следующей форме:

(2.11)

Учитывая неравенство (0.1) и неравенство $112у/( 2> 2у//, из (2.11) полу
чаем. что 6 > 0. то есть 6 ~ 0. Таким образом, приходим к выводу, что 
состояние равновесия при действии давления при х> ±11 в виде «следя
щей нагрузки является устойчивым. Заметим, что этот результат получен 
для тела с потенциалом произвольной формы.

В случае действия «мертвой» нагрузки, учитывая неравенство (0.1), а 
сайже то обстоятельство, что при сжатии (Тл < 0, из (2.10) получаем одно 
уравнение, корни которого имеют физический смысл, в следующем виде:

1 2fr- -sh2?A- = о (2.12)
2^-=о 21А

Уравнение (2.12) по форме совпадает с соответствующими уравнения
ми | 1, 4] для задачи об устойчивости полосы.

§ 3. Круговые пластины. Рассмотрим устойчивость круговой пластины 
(0 г R; —/1 хя 4՜ h) .которая при г = R соприкасается без тре
ния со стенками абсолютно жесткого цилиндра, а при х, = ~ Л загружена 
равномерным давлением в виде «мертвой» или «следящей» нагрузки. Иссле
дование выполним для осесимметричной задачи. Из ( 1.7) и ( 1.3) в этом слу
чае получаем при r = R следующие граничные условия:

Ur=0, р0 — = 0 (3.1)
дг

“’CzL“Ti) = 0’ + (3.2)
Vxjj or / ох3

Из ( 1.6) получаем граничные условия при х. = ± h в случае действия 
-мертвой՝- нагрузки в следующем виде:

< dur , . \/^из àur \(2% ~ «о) ֊֊֊ ֊1- («и ֊ °à) ( -- ------— ) = 0
Ох, \ df дх3 /

-, (3.3)
(2?о-’в)^ + я=о

дх3

Согласно ( 1 1 1) общее решение для рассматриваемого случая можно пред
ставить в такой фбрме:
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։де 7. — осесимметричная бигармоннческая функция.
Бигармоническую осесимметричную функцию ՛/,. удовлетворяющую 

условиям (3.1) на горцах, представим н следующем виде: для нзгнбной 
формы потери устойчивости

/ = (А сЬ ;х3 4- В֊х3 бЬ 7х։) /о (*г); Т - (3.5)
К

и для потери устойчивости с образованием шейки —

X «(ЛзЬ-гх, 1 #7*3 сЬ-;х3)/0 (•;?•) (3.6)

В (3.5) и (3.6) введены обозначения: У0(а)— функция Бесселя первого ро
да нулевого порядка; хк — Л-ый корень уравнения Уп(') ~ 0.

Рассмотрим вначале случай действия «мертвых» нагрузок, так как при 
действии «следящих, нагрузок результаты можно получить из рассматри
ваемого случая, следуя примечанию 1. § 1. Подставляя выражение (3.5) в 
граничные условия (3.3). после ряда преобразований получаем характери
стическое уравнение в следующем виде:

о = 0, о = det i, / = 1, 2 (3.7)

В (3.7) введены следующие обозначения:

- — 73’2:»e 3o)ch ;A, — ;3[(2:1п—;<>)‘(Ash;// 2^сЬ7Л|

«8» — (2^ =о) «Ь 7А, -- — т’[(2ft» — =о) 7A ch 7/» sh 7 А]

После преобразований характеристический определитель можно пред
ставить в следующем виде:

; = <з-«э
\ 2։1о 5о 2",А /

Подставляя выражения (3.6) для случая потери устойчивости с обра- 
• ованием шейки в граничные условия (3.3), также получаем характеристи- 
■ескнн определитель в виде (3.9). Таким образом, две различные формы 

потерн устойчивости (изгибная и с образованием шейки) соответствуют 
одному и тому же характеристическому уравнению, следовательно, имеют 
одну и ту же критическую нагрузку.

Следуя примечанию 1. § 1 и положив в (3.9) ov — 0, которое входит 
явно, получаем характеристический определитель для случая действия «сле
дящей» нагрузки в следующем виде:

3=4^1֊ sh 2՜; А
2; л

(3.10)
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В результате анализа выражения (3.10), как и в случае прямоугольной 
пластины, приходим к выводу об устойчивости состояния равновесия при 
Ъ = ± /։ «следящей» нагрузки для тела с потенциалом произвольной фор
мы. В случае действия «мертвой» нагрузки снова приходим к уравнению 
(2.12), анализ которого выполним в следующем параграфе.

§ 4. Примеры В настоящем параграфе рассмотрим примеры для слу
чая действия “.мертвой» нагрузки при х, = Л, то есть выполним анализ 
уравнения (2.12) для различных теорий.

Из (1.8) и (2.12) для теории конечных докритических деформаций по
лучаем следующее выражение для определения критическом нагрузки:

(=Лр=2 /А_ рАЛфо, 
и;-«

. |2Й-5Ь2-.Л 
т։п--------------------I '2уЬ + »11 2;Л (4-1)

Из выражений (1.9) и (2.12) для первого и второго вариантов теории 
малых докритических деформаций получаем следующее выражение для 
определения критическом нагрузки:

(°о)«Р = 2 —Ф°1 
дА*

. ! 2-,'Л — яЬ2-(Л 
։пш--------------------

|ЗзЬ 2*'Л—2;Л
(4.2)

Для тонкостенных пластин (уЬ < 1) из (4.1) для теории конечных до
критических деформаций с точностью до (укУ получаем

2
֊֊(ЪА)= 1

С*
2
15

(Ъ*)* (4.3)

Для тонкостенных пластин (уИ < 1) из (4.2) для первого и второго 
вариантов теории малых докритических доформацнн с точностью до (у4)։ 
получаем следующее выражение для определения критической нагрузки:

(5Лр — — Ф°| I — 
сдА92 Дг3֊(•(-.ЛГ 1- (4.4)

В (4.3) и ։.4.4) введены следующие обозначения: ~ I ц՜՜ Ь

— для прямоугольной пластины: ', ։ =’^л1՜ ‘ — для круглой пластины.
Представим упругие потенциалы в виде рядов; для теории конечных 

докритичес к и х дефо рма ц и й

«М, А>) -X Со (Л?)' (Л?)' (4.5)

а также для первого и второго вариантов теории малых докритических де
формаций

•ил’. Лз) (4.6)
>• /

В результате из (4.3) я (4.5) получаем для теории конечных докрити
ческих деформаций
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9 ւ֊֊(^)= 4
Р.. ~(Գօ С01)(иА)։ (4.7)

а из (4.4) и (4.6) — для первого и второго вариантов теории малых докри- 
ти чес к и х деформа ни и

£» I

4
^ойхА)* (4-8)

О

В (4.7) и (4.8) через р,, обозначена эйлерова сила при равномерном 
сжатии в плоскости пластины, вычисленная с привлечением гипотезы 
Кирхгофа—Ляпа.

Из (4.7) ч (4.8) следует, что при действии «.мертвой» нагрузки при 
х = ± й состояние равновесия является неустойчивым.

/Зыаоды. Вышеизложенные результаты для прямоугольной и круговой 
пластин, а также результаты [I, 2] для полосы и стержня дают возмож
ность сделать следующие общие выводы, относящиеся к вопросу устойчи
вости упругих несжимаемых тел. которые помещены без трения между аб
солютно жесткими стенками и к боковым поверхностям которых приложе
но равномерное давление в виде «следящей» или «мертвой» нагрузок.

I) Состояние равновесия является устойчивым, если к боковой поверх
ности давление приложено я виде «следящей» нагрузки.

2) Состояние равновесия является неустойчивым, если к боковой по
верхности давление приложено а виде «мертвой» нагрузки.

3) В случае действия «мертвой» нагрузки величины критической на
грузки для тонких (длинных) тел приблизительно в два раза меньше эйле
ровой силы при осевом сжатии.

4) Изгибная форма потери устойчивости и форма потери устойчивости 
с образованием шейки имеют одну и ту же критическую нагрузку.
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Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Աշխատանքում Հետազոտված I, չսեղմվող ուղղանկյուն և շրջանային 
իիթեզների կայունությունը, որոնք ասանը շփման ս. եղավ էէրված են բացար
ձակ կոշտ պատ երի միջև և որոնց կողմնային մակերևույթներին կիրա ով ած / 
հավասարաչափ ճնշում «հետևող» կամ «մեռած» բեոնս/վ սրումների տես֊ 
բով։ Արղյունքնևրր ստացված են ընղհանուր տեսքով եռաչափ /քմայնացված
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կայունության ւոեսոէթյունների համար վևրջաւքոր և փոքր ն/ախակրիտիկական 
ղեֆորմացիաների ղեսյրումւ

Աորոյյուցված են հետեյայ ղրոլյթներր' I) Հավասարակշռության վիճակր 
կ/ինի կայուն, եթե կողմնային մակերևույթներին կիրառված (ինի Հէհեէոեոդ ՛■ 
րեոնավորում, 2) հավաոտրակշոոէթյան վիճակը կլինի անկայուն, եթե կողմ
նային մակերևույթներին կիրառված (ինի մեռած՛ րեոնավորում, 3) ոմեոած» 
րեոնավ որմ ան ղեսյրէոմ կրիտիկական րեոնավ որում ր րարակ թիթեղների Հա

մար մոտավորապես երկու սւնղամ փոքր է յինում էյյերյան пи/իք, I) ճկման 
ձեով կայունության կորաստր ե կայունության կորուստր վղ իկի աէսոյաքման 
ձեսվ անեն նույն կրիտիկական րեոնավ որում ր ւ

ON STABILITY OF INCOMPRESSIBLE PLATES UNDER 
UNIFORM LATERAL PRESSURE

A. N. GOOZ, A. V. NAVOYAN

Summary

The investigation on the stability of incompressible rectangular 
and circular plates placed without friction between absolutely frigid 
walls, their lateral surfaces being subjected to uniform compressive 
forces of the "following“ and “non-following“ (dead) type, is described. 
The results have been obtained in general form for three-dimentional 
linearized theories of elastic stability for finite and small critical de
formations.

The following statements have been proved:
1) The equilibrium is stable when jeompressive forces, applied to 

lateral surfaces, are of the "following“ type;
2) The equilibrium is instable when compressive forces, applied 

Io lateral surfaces, are the "non-following“ (dead) type;
3) When compressive forces are of the dead type, the critical 

forces for thin plates are about twice less than Eyler’s forces:
•1) The flexion type of stability loss and that forming a neck are 

of the same critical force.
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