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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ТОКОНЕСУЩЕЙ ОБОЛОЧКИ 
ВО ВНЕШНЕМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

В последнее время в технике получили применение токонесущие упру
гие тела. В связи с этим ряд работ был поспящен исследованию поведения 
токонесущих упругих тел в магнитном поле [1—7]. В [2] показана воз
можность потери устойчивости гибкого токонесущего провода в магнитном 
поле. Вопросу устойчивости и колебания упругих токонесущих стержней 
посвящены работы |3—5]. В [4] рассмотрена задача устойчивости упруго
го токонесущего стержня круглого и эллиптического сечении в случае, когда 
электрический ток течет по направлению оси стержня я является поверх
ностным током. Для стержня круглого сечения в |5] теоретическим и экс
периментальным путем рассмотрена аналогичная задача R случае, когдч 
электрический ток равномерно распределен по сечению стержня.

В работе |6] показано, что цилиндрическая оболочка может потерять 
устойчивость в магнитном поле электрического тока, протекающего по на
правлению образующей оболочки.

Для пластин и оболочек с электрическим током исследование некото
рых задач колебаний и устойчивости приводится в |7].

В настоящей работе рассматривается задача устойчивости токонесу
щей оболочки конечной длины, по направлению образующей которой течет 
объемный электрический гок. Оболочка находится под действием внешнего 
продольного магнитного поля, параллельного электрическому току. Опре
делены критические значения плотностей электрического тока и напряжен
ностей внешнего магнитного поля, при которых оболочка теряет устойчи
вость.

$ I Круговая тонкая цилиндрическая оболочка длины толщины 2/?. 
радиуса срединной поверхности R отнесена к триортогональной системе, 
координат (а. р. у) так, что координатные \инии <х и |э совпадают с линия
ми кривизны срединной поверхности. Под а и 0 подразумеваются размер
ные координаты точки срединной поверхности, откладываемые соответ
ственно вдоль образующей и по дуге.

Материал оболочки изотропен, не обладает магнитными свойствами, 
■шляется проводником электрического тока.

По оболочке по направлению оси а течет стационарный, равномерно 
распределенным по толщине электрический ток плотностью /՛„. I оконесу- 
щая оболочка помещена во внешнее стационарное однородное магнитное 
поле, вектор напряженности которого Н, параллелен образующей оболочки, 
лак известно, токонесущая оболочка обладает собственным магнитным по
лем. которое для тонкой бесконечной оболочки равно [6]
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__  _ 4-,•Я,--2Л(- + Л) |-|<л
С

4 = 0 •;<-/։ (1.1)

на = -^.с
Рассматривается устойчивость конечной токонесущей оболочки во 

внешнем магнитном поле Н
Для собственного магнитного поля конечной обо,ломки принимается 

значение магнитного поля бесконечной оболочки.
В отношении упругой оболочки принимается гипотеза Кирхгофа-Лява.
В невозмущёииом состоянии на оболочку, вследствие протекания элек

трического тока, действует объемная пондеромоторная сила Ампера

?О = 4ЧЛХ(Я.+Д>1: = Л.А б (1.2)

Внешнее продольное магнитное поле 77, /7, • ։,, будучи параллель
ным направлению тока, для невозмущенной оболочки нс вносит вклада в 
объемную силу Л..

Принимается, что под действием силы / „ в оболочке устанавливается 
безмоментное напряженное состояние, определяемое кольцевым усилием [6]

ЛГ0 - (1.3)

В [6] показано, что учет индуцированных электромагнитных полей, 
возникших вследствие колебаний, не влияет на критическое значение плот
ности электрического тока, при котором оболочка теряет устойчивость. 
Здесь. в силу этого, задача устойчивости оболочки рассматривается на осно
ве статического подхода [8].

В возмущенном состоянии оболочки, вследствие изгиба, возникает по
перечный компонент вектора плотности электрического тока, определяемый 
из условия непротёкаемости электрического тока [7]

(7-") = 0 (1.4)

В (1.3) п нормаль к поверхности возмущенной оболочки. / — век
тор плотности электрического тока возмущенной оболочки.

1 ак как н = (]га<.1 (&—у), то из условия (1.4). учитывая, что оболочка 
является тонкой, для нормального компонента вектора плотности началь
ного электрического тока возмущенной оболочки получим

. . Ош

где и՛ — нормальное перемещение срединной поверхности оболочки.
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Взаимодействие электрического тока плотности Д с внешним про
дольным .магнитным полем Н, приводит к возникновению объемной ион де
ром отор ной силы

Г (Л; (1.5)
С <7Х

Вопрос с ончнвости токонесущей оболочки во внешнем магнитном по
ле рассматривается на основе уравнений технической теории гонких обо
лочек.

В силу допущения безмоментностн исходного напряженного состояния, 
определяемого кольцевым усилием (1.3), и с учетом тангенциальной возму
щенной пои деромоторной силы (1.5) эти уравнения в перемещениях средин
ной поверхности имеют вид | 8]

1 — у <Рц . 1 -4- V у ди> 0
да* ' 2 д'? 2 R д*

■>'г՝ ~ 7 '221 1 7 #ги _ 1 ды_ (1 — 1 Н}ф
2 (№ 2 К ЪъЕк.

2>՜ м ~ к(] >5) \/г #?/ 8- д?

В (1.6) Е— модуль упругости, V — коэффициент Пуассона материала 
оболочки, и, I’—тангенциальные перемещения срединной поверхности обо
лочки, Н.. - 8:-./с6с 1 абсолютное значение собственного магнитного 
поля на внешней поверхности оболочки, обусловленного электриче
ским током, О — '2Е/?/3(1 ֊ у'՜1), Д - <^'от - сАт/З2.

§ 2. Как известно, для определения условий потери устойчивости обо
лочки в статической постановке необходимо для токонесущей оболочки 
определить те качения магнитных полей Н,, H2t при которых система урав
нений (1.6) имеет нетривиальные решения.

Задача решается при условиях шарнирного, свободного в тангенциаль
ном направлении опирания на торцах оболочки а = О, <Z L.

Можно показать, что рассматриваемая здесь задача устойчивости при
надлежит к классу несамрсопряжеиных краевых задач. Для решения нс- 
юлъзуем вариационный метод Бубнова—Галеркина, применяемый в не- 
консерватирных задачах [9]. Согласно этому методу представим решения 
уравнений (1.6) в виде следующих рядов функций, удовлетворяющих усло
виям опирания и замкнутости оболочки:

, '» .
и е'՜ V ип cos v е'' V $jn k„a 

п— 1 к -»1

tp = t>','r \л «ь, sin АлХ (2-1)
о֊1

т = 1.2,3,...)
\ A L /
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Подставляя (2.1) в (1.6) и используя обычный процесс ортогонализации 
Метода Бубнова—Галеркина. после некоторых преобразований приходим к 
следующей бесконечной алгебраической системе относительно

Aw, + 7 V = 0 (q = 1. 2, 3, ...) (2.2)
t«=J

где

А—0(/>։ *’)* ■ 2£hk\R- ՝ R(k:,- ^p֊H;

В„ч~ Bn<,HxH2

в»? —
0 (л — q — четное число)

0 (и — q)

( Rr.zy 1 [(2 >) pk ՝ — рЧ-.] (л — </ — нечетчое число)

Представляя в (2.2) комплексный прогиб ։■ виде и
разделяя действительные и мнимые части системы 2.2), получим 
следующую бесконечную систему относительно :<՛։./• и՛.,:

по 
Avwj7 V — 0 

»<е I 
ее

Ач«>2% — V w\cJ3,..t 0

(2.з)

Приравняв нулю определитель Q системы (2.3). найдем критические 
•качения напряженностей магнитных полей //, и Н2, при которых оболочка 
теряет устойчивость.

Определитель Q приводится к произведению определи к лей двух гране- 
поНированных матриц

Q - det | С<Л J-det , С,.ч j — [det | С,/л | ]-

Общий член определителя det | С,.„| имеет вид

.4ло„, 4֊ (— 1)'7<,.; (п ±д нечетное число)

= АЛ.., (л г q — четное число)
(2.4)

(**Чг, —символ Кронекера).
Как известно [9], для использования метода Бубнова—Галеркина в 

-''.самосопряженных краевых задачах необходимо, чтобы этот метод приво
дил к бесконечным определителям, принадлежащим к классу нормальных 
определителей.

Для доказательства принадлежности определителя det | С,,„1 к 
классу нормальных определителей разделим g-ю строчку определи
теля на i Р(Л7 р'՜)'*, а п-й столбец на [ D(kn



30 К. Б. Казарян

Тогда определитель det|Cvn| можно представить р. виде

— ~ . '-'чч ("/•՛: '

где С„„ равно

_ 2 ел^/г2 ֊ (8n)- '/etf (4՛;
”1 D(kl^ р֊Г(Й + рТ

(— I)1 HxHn [(2 V) pk'l ֊1֊ к„рл\ q t .
— ---------- ֊——--------- ---- --------------—— (n q нечетное число)

--RD (fc; 4- рУ (*? + p-)- (<?= - n’)

2№<Й (8֊) 'H'iRp^k-^-p-)-- . . .
Cfn------------------- -------- —— ------- ---------- ----- пПч \n 7 — четное число)

D(i; + ps)։ (*’.+ ₽*)=

Используя некоторые простые неравенства, можно легко показать, что

[ | I Счч I У У i ^-уп I \ 
^--■1 у — 1п-1

Определитель, общий член которого удовлетворяет этим условиям, яв
ляется нормальным.

§ 3. Для качественного анализа вопроса устойчивости оболочки огра
ничимся приближениями бесконечного нормального определителя 
det | С\„ ' при л — 2: л — 3; л — 4.

При п = 2 условие del|C?n| = 0 имеет вид

х = (3.1)

11ри а 3 и н — 4 имеем соответственно

•Ч ~ ^32 I (3 2)|

AZ3J (3.3)

в (3.3) •в=Ц54а|5։й֊|Дг|Д։][|Д1|^ |к։|йЛ] и 5>о, так 

как

iKl” 1^1, в„>8„, |5u|>534, в33>1^։1

Обозначив н;: г. .4/ = V. из (3.1), (3.2), (3.3) получим следую

щие функции :՛ г(\1, определяющие критические значения напря
женностей магнитных полей, при которых оболочка теряет устойчи
вость

(//, — гНа. — >,")— € (0. «՝] (3.4)
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•2 = |Я1 ~ - у/)^э —у.г) ,

~ -«л (а.у у)]
I V (0, а.] (3.5)

-■ — ~՜^) । /'Ю 4Н»; У?) (о, - у)(цд - у ,1 (ДД ֊ у)
? 2г.֊ (3.6)

^(0. П|]

В (3.4) — (3.6) приняты следующие обозначения:

а. -8֊[Ь(р9 4-А2)4-2ЕЛА7> -][/?/гЧА< /г)2]՜1 («,>0^)

£ ... 64 [(2 4- у) Ь‘ ֊- /г][(2 ± у) £ 4- р-) 
R'р՛՝ (к2 — р"У: (к! * р՝)21 /- — гР

£ = В(64^)г[р^( Й -р-)Цй + рУ(кз р-)Цк1 рГ֊] ՛ (3.7)

Л*<) = «д» («1 — *?) (а, ֊ у ‘ ֊- 5,.(в3 — у) (ад — у) Ь

-г *м (Ог — V) («3 — V) — 5:л («։ “ Т>(«з “ V*

(у = 1,2, 3, 4: з = 1,2. 3, 4)

Функции :р :/ являются монотонно возрастающими функциями 

от ՛; при т4 — 0, причем

?(«։)=0. 1։т:’(л) ос (; 1,2,3)
} 1)-0 }

=?>Ц>^ У^(0,а։]
(3.8)

! аким образом, как первое, так и два последующих приближения опре
делителя с1«1 1 С,!„ | приводят к функциям из анализа которых видно, 
что внешнее магнитное поле, параллельное току оболочки. \ меньшает об
ласть ее устойчивости.

На фиг. 1 в плоскости Н, = л, Н_ ц заштрихованная область яв
ляется областью устойчивости оболочки, для всех остальных значений 
7/։ и //.. оболочка неустойчива.

§ 4. Для количественного анализа устойчивости (неустойчивости) обо
лочки воспользуемся в качестве примера первым приближением.

Из (3.1) условием, определяющим критические значения Н, и Н . 
будет

(а, - Нг1) («. -«?} -^НСН1! = 0 (4.1)

где

8г/)(^4-р2)2 1б£Л^4
Кр- *Г ^’(Аг4р2)гР:

8г/)(4А'֊ + р“)2 , 25бЕАг^ 
(1п —---------------------------г -------------------------

АУ ЯД(4А2 ՝> рУр-
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256 | (2-(->)£-' +
9RWp։ (1с н֊ р'У (41г Р!У

(4.2)

гп
Р R

Для определения минимальных значений Н, и Н. необходимо сначала 
определить минимальное значение функции а։ от Ш.

Формула, определяющая а,, значительно упрощается, если принять из
вестное в теории устойчивости цилиндрических оболочек допущение [8}

Для определения

Г^7֊Т«1 (4.3)
\ тЬ /

Используя (4.3) и минимизируя а1 по т, 
получаем

< /"Р՜
пц 5= 2.3 | 1/ -д- = 0.3)

Формулы (4.2) в силу (4.3) примут вид

16-£/Лпа , 16*'£А/?'

16п£А’т’ 256гс5£/»£'
3£։ Я/п» 

։= ^б/?’ (4 4
92.

наименьшего значения функции и (тУ необходимо

определить a (m) = min (a (£(zn^)), а (Е(т*) 4-1). а(1)}. Функция 
Е(гп^) есть наибольшее натуральное число, не превышающее тг..

Кривые зависимости Н\.„ от Н*т при различных значениях т яв 
ляются, вообще говоря, взаимно пересекающимися кривыми.

* /"R՜ ' ~R
Можно показать, что если гп [ £ ш., т,.], где тгч =с2.17 1 I

I I *•
( * - 0.3), то кривые зависимости Н\^ от Н?т являются взаимно пере
секающимися: ;не этого интервала пересечение кривых не имеет 
места.

Эти кривые будут различными, если

ля, т:.\ 2 (4-5)

Из (4.5) усд-озием пересечения кривых является

(4.
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При т т< (4.3) имеет вид

т«013| т (4.7)

Из сопоставления (4.6) н(4.7) видно, что пересечение кривых имеет 
место только для очень тонких оболочек, а именно, для оболочек, у которых 
Л/А 10 . Ограничиваясь оболочками с К R /> 10 . приведем основ
ные формулы, определяющие критические значения //, и //.

|н։(т) /?}]|а (/п) — /й] :։.(/н) Н Н' -֊ О

/У, | о. (т); I)
(4.8)

В (4.8) т «ст»» то натуральное число, при котором функция и,(/П) при
нимает наименьшее значение.

Для проведения численных расчетов относительно критических комби
нации напряженностей //. и Н:. введем следующие безразмерные пара
метры:

2А_, и>---------------’ « — •- 

аД/п» а:(/п)
(4.9)

где ’ а։(тп I — критическое значение напряженности собственного магнит
ного поля токонесущей оболочки в отсутствии внешнего поля Н..

Используя (4.2) и (4.3). запишем (4.8) в безразмерном виде

(1 -^1(4.75-^) 21:(т)^Г: = 0 (4.10)
На основе (4.10) в табл. 1 в некотором диапазоне отношении 

А/Д, Л/Л для оболочек, изготовленных из алюминия, приведены кри

тические значения параметра ; при \ = 0.9, а также значения т, от

вечающие минимуму I а։. Приведены и критические значения собствен
ного магнитного поля /7?- -- I и случае отсутствия внешнего поля 
(//> = 0).

Таблица /

/? л Л/Л т • Яг(») },г(и;сл')

0.1 1 1000 4 120 1700 Ь7Ь

0.1 1,500 4 70 1280 510
0.15 1.600 4 102 1240 44)
0.2 1 200 4 53 5680 2260
0.3 1/300 6 90 4190 1671
0.4 1/500 6 140 2560 1010
0.4 1 250 5 ъь ЫМо 2420
0.5 1/500 7 16С> 2360 ИЗО

3 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 1
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В табл. 1 для оболочек с Л — 0.1 см приведены также соответствую
щие /У?, критические плотности электрического тока оболочки.

Как видно из численных результатов табл. 1. внешнее продольное 
магнитное поле незначительно уменьшает область устойчивости оболочки. 
В действительности, при внешних магнитных полях, достигающих порядка 
нескольких десятков I а։, критическая напряженность собственного маг
нитного ноля уменьшается до 0.9 I а։.

В заключение отметим, что при Н, — 0 решение (4.8), полученное на 
основе метода Бубнова Галеркина. совпадает с точным решением задачи 
устойчивости токонесущей оболочки.

Институт механики АН
Армянской ССР Поступила 5 III 1978

>1. Р. Ղ1Լ!'ԱՐ?.1ԼՆ

ԱՐՏԱՔԻՆ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈԻՄ ՀՈՍԱՆՔԱՏԱՐ 
ԹԱՂԱՆԹԻ ԿՍՅ(1ԻՆՈ1’Թ:1ԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա ժ էի ո փ ո I մ

Դիտարկված Լ արու արին երկայնական մ ւսդնիոական դաշտում գտնվող 
հոսանրատար դյս/նա յին թաղանթի կայուն ության իւնդիրր:

PՈլրնով-Դւպյորկինի մեթոդի հիման վրա որոշված ևն արտարին մաւր 
նիսական դաշտի ե թաղանթի ոեփական մ ադնիււական դա՛շտի կրիտիկական 
յարու մներր I

Qntjrj (է տրված, Որ արտ արին մ ա գնիւք ա կան դա շար փոքրացնում Է Հո
սանքատար թադանթի կա յանու թ յան աիրույթրւ

ON STABILITY OF A CURRENT-CARRYING SHELL 
IN AN EXTERNAL MAGNETIC FIELD

К. B. KAZARIAN

S u m m ary

The stability problem of a current-carrying cylindrical s ell in an 
external longitudinal magnetic field is considered.

The critical strengths of the shell’s own magnetic field as well as 
of an external magnetic field are obtained by Bubnov-Galerkin’s method.

The external magnetic field is shown to diminish the stability do
main of the current-carrying shell.
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