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М. А. ЗАДОЯН, Г. Б. ШАХАЗИЗЯН

О НЕСУЩЕЙ СПОСОБНОСТИ КРУГЛОЙ ТРЕХСЛОИНОЙ 
ПЛИТЫ ПРИ ПОЛЗУЧЕСТИ

Рассматривается вопрос несущей способности круглой шарнирно- 
[слашйж гибкой плиты с двухсторонними симметричными тонкими уси- 
йющими покрытиями и с начальной погибью, направленной против осе- 
шетрично-распределенной нагрузки <?(.') (фиг. I). Материал покрытий 

[считается упругим, а для среднего слоя имеют место соотношения нзс:- ед- 
ственной т-’орик ползучести Маслова—Арутюняна [1].

Фиг. 1.

Потеря устойчивости е виде «хлопка с учетом явления ползучести 
для металлической арки (балки) рассмотрена в работе Вопросам 
'•стончивостн при ползучести посвящены работы [3—9] ;՛. др Подробная 
библиография и анализ работ 8 этой области дань а монографиях 
К). Н. Работнова [3—4] и Н. Хоффа [5].

1. Соотношения между внутренними силами и деформациями средин­
ной поверхности плиты. Если принять гипотезу прямых нормалей

«,= ег + М С'*»®) (1.1)

где ег, е4— деформации, а \ кривизны срединной поверхности 
плиты, напряжения в крайних слоях плиты определяются : рму оГ

}՝
=г.= ֊֊. [ел Н- \е^ ± (хг 4- V-») Л] ®) (I-2)

‘ 1—VI

В бетонном слог имеем
/7 

эг —; 1«г < -ь + ™9) ֊
1 —V3

г
I ] Г^72^г + ■•)</■ (л (1.3)

'1
где /?(/, т) — резольвента ядра ползучести
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А'(6-) = £(Л —[-А--?(-)(!<1.4> 
I £(-) I

• ։ имеет бил

АЧ/. Г.Ь|£(:Н^|£(:)С ’
£(-) £с).

л(-) «л[1 -г ?(•) £(-)], О(Հ(-.) -г Հ (•։) - гд-.)

Для старого бетона ч (է) = С. £(т) £ и будем иметь

/?(/, -) = /е-’<'-\ / = Т£С

(1.5)

(1.6)

Для Простоты толщину покрытия \ по отношению к толщине бетонш
слоя считаем малой и напряжение и нем по высоте принимаем пос՝гоянн(1П> 

տ֊ Ид условии статики (фиг. 2) имеем

Фиг. 2

Используя выражения напряжений в слоях (1.2) — (1.3). из (1.7) получаем

.V, = .4։ (ег -г >е*։) — I Ве (е, + >е։) 7? (/, т) </- 

г
•и. = .4, (ж, - »,) - С В, (Хг -֊ ■„,) R ((, -.) </֊. (г, 8) (1.8)

где введены обозначения

А(0 А(')р.(О. = + 11 — >* 1 — V, £ (0 л

л,(0 = 3(014(0. = 1՝. 1 + 3Г^-^7Г<1-’>
3(1-П 1— V, Е(/)Ь

Между компонентами перемещения и деформациями срединной поверхно­
сти плиты имеются зависимости

•е. = -^- + -|Г—У-(—։У1- I
О г 2 | \ дг / \ О г / I г

1 ^и։ У< 1Л1» т։=г------------  (110)
<>г* г с*г
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<»

из

Здесь ^(г) — начальная заданная погибь, и*(г. /) — прогиб от воздей­
ствия внешних сил, а К’* = и?« 4- (£».

Краевые условия плиты будут

л; = о. и՝ о. а и՝ ..—— 0 при г = и
дг

^ = 0 
с/г

(1.11)
при г О

В дальнейшем для упрощения принимаем, что коэффициенты 11уас.о-
на для бетона и усиливающих слоев равны V, — V.

2. Вариационное уравнение задачи. Согласно принципу возможных ае- 
ещений имеем

(ЛСое, 4՜ Л/з<1е# 4 Л/гО'Л? — М^х9) гдг— \ ^/лсг.Уг 0 (2.1)

I
Уравнение (2.1) эквивалентно дифференциальному уравнению равновесия 

алъных сил

— (гН, ) - М = О 
Ог

и вариационному уравнению

։7ЛЛ
дг дг

ды, 
аг

ъыдг — О

Вводя функцию напряжений Ф{>, I).

(1.8) и (1.10) находим

— ( -<։>) = Ог

(2.2)

(2.3)

г дг

1—4

Лэ — д2Ф
дг

(2.4)

(2.5)

Подставляя выражения М, и Му из (1.8) в (2.3) и преобразу:-՜ с 
учетом краевых условий (1.11), получим

гш — \7 (/, ") (Ут дг ֊
о
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1 й /дФ д™* \1, л------------1------------- ) ‘•изгдг О
Г О г \ о г О г /I

Положим

^=֊-/0Л-4У’ ^=/(/)6֊4У (2.7)1
\ «V \ а /

где /<,— заданная начальная погибь в середине плиты, а /(О неизвест­
ный. изменяющийся во времени прогиб в середине плиты.

Подставляя (2.7) в (2.5) и производя необходимые выкладки с уче­
том краевых условий, получим

-1-1։|л0(/ = -2Л/)- С50(/ = ֊2/0/)>?(Л-.)Л Пг) (2.8)
Ог ъг | 3

где

г<г)=з4 +
а‘ а'

4 — - ֊
ас й5

Далее, внося (2.7) и (2.8) в (2.6), интегрируя и вводя обозначения

“■(О =/(»)//.. ,(/) = <,,(/).£•. ։=Л/2Л (2.9)

получим единенное интегральное соотношение для определения 
г 

ро-р к., (о? 3'г 2<о) — д и 3։ (/, <7՜ -

+ ?։(«֊!) ( («■’ ֊ 2֊") Л (Л -) </■ (2-10>

Здесь 

°1(0 = ’г(0 = Н’Л.(О

А=^./21у, ?г=^,/2Ау (211)
3(1 — 'г) \ а / 7 \ а /

Полученное с гниение (2 10) сводится к системе нелинейных интегральны՝, 
уравнений типа Вольтерра 

։

СрЧ («I — 1)1»֊ д ВЦ 1'/Д> (7, '-)</•:

2 (м>։ 2^) = у ֊ 32 I (<•/•' 2<*>) Л (/, -) (1՜ (2.12)



О несущей способности трехслойной илнг- при ползуче:?.։ 59

где у(0 наряду с <о(О определяют характер движения плиты зо времени 
вследствие ползучести бетона.

3. Критическое вр.елгя плиты. За критерий потери несущей способно­
сти принимаем условие безграничного возрастания скорости прогиб.) 
('.՛•—оо). Соответствующий .момент времени I — 1 при данной нагрузке 
Я называется критическим временем конструкции.

Принимая для простоты 7(,֊. О = Ч — const и рассматривая случай 
старого бетона (1.6). из (2.10) дифференцированием no t получим

t
|1։4 «ДЗл5 ֊ б*» 4-2.) >?,. |(ш- 2о0е'ц/՜' d-. —

— q — Л t» — H (i»՛1 — Зе»՝ j- 2«>) (3.1)

где ։» = ш,

I A = < (՛**“-)’ s = 4’։61’--) <3-2>3(1 — V՝) \ 1. / 7 \ Y| /

Обозначая начальные значения w и ;• при / = т через и . . из (2.10) 
н (3.1) находим

’։‘°л “ «з (U>J — 3wJ 4 2<’>о) = 7

q — Лш0 — В(wj — 3>’*֊ 4֊ 2՛"?
г,<։=r՛ —8^з;(Я֊б«0 ri)— ( }

Определим значение <? ~ при котором потеря несущей способности 
( хлопок») происходит в начальный момент Т = Приравнивая нулю 
знаменатель <’.> из (3.3). получим соответствующее значение относигель- 
ного прогиба

(3.4)

где

: =1-^1 (3 5)
■ 3 1 n֊v‘)p4
Из формул (3.4) следует, что для явления «хлопка» необходимо, чтобы па­
раметр удовлетворял условию Подставляя значение из (3.4) в
первое уравнение (3.3). находим значение 7-.. при котором з начальный мо­
мент I = т, происходит хлопок

Яа = К \ (Ч. — 3«-^ 2‘-"w) (3.6)

Индексом (х) обозначим величины, соответствующие значению / оо.
Применяя правило Лопиталя, из (2.10) и (3.1) находим
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Л">* В (■••“ ■ 3՝о; -|֊ 2,ь$) =-</
<7 — Л<*>^ — В («>2 — 3«>; 4- 2и#) . I

V., = ----------------------------------------- ------------------- (3.7)1
_ Х։(3^ __ + 2)Ч?- (<% - 2,%)

У4

Г'.р;.рапннвая -:улк> знаменатель г»*, находим значение "ъА0, при котором 1 
возможен хлопок (/ — )

• /* * 2 - •

՝%» = ։ + 4 V 217-4 (3՝8>
где

ч = —А=- (3.9)

Очевидно, для возможности хлопка при I • <х> необходимо условие 
Подставляя значение •■՛> .. из (3.8) в выражение <,՛ из (3.7), на­

ходим значение ц.{, при котором хлопок „происходит“ в бесконечности 
(/-«):

7„ в Л-»л0 - 5(и>?0— 3-.«>?0 т 2՝%0) (3.10)

При с} < £?;?, как видно из формулы (3.7), скорость прогиба плиты в 
течение времени затухает (у֊- 0 при /—ос)

Значение <7. определяемое по формуле (3.10). будет верхним значением 
«безопасной» нагрузки п смысле исчерпания несущей способности плиты. 
Для значения, находящегося между (]„ и ?>, существует критическое вре­
мя, когда происходит потеря несущей способности в виде ««хлопка».

Исключая интеграл из (2.10) и (3.1). приходим к системе дифферен­
циальных уравнений

со — V
(ЗЛЯ

V — тд/ — т (<о) 4- п (ш) V3

Здесь введены обозначения

(ч) [■$,"> (2 -։•«) —5\] [г/— Л»' — Д(՝'>3 Зч>: 2<о)] 1

•т (1и) (1 —[<? — Лы — В(,՛»3 — з<о2 '2՝։,)1 * (3.12)

5^А_!!.=з, 5, = -^-('Зи։-2±՝)г 1
֊% = Д-/—(2л- -) + ֊֊ (^֊ ֊) (3.13)

3 (1 - V*) \ \ / 7 \ 7} /
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На основании численного интегрирования системы дифференциальных 
ранений (3.11) с начальными условиями (3.3) при значениях параметров 
Д, = 210' м1см:, Е֊=2 10' кгем'. 0’= 0.9-10՜5 елг к։, » = 0.3, 
[1-0.026 1'день, Л/Л = 0.03, :с=4.5, произведенного на ЭВМ „Наири-2“, 
достроены графики ՛■՛(/) и !•(/) от момента '։ до Т (фиг. 3, 4). На

•1Й Х-А5

1

Я

|ф»<г. 5 построен график зависимости ф от Т для различных значений 
^/Л. Из графиков заключаем, что с увеличением толщины усилинаю- 
фгто слоя Л увеличиваются ув, о. и <;» ф0.

Институт мсшшкн Л11 Хрмякгмой ССР.
С,-'Г1 «1>(МКЛ поли՝гхничт<кий ингтитут 

КМ. К Маркса Посту ։՛՝.։ 26 Х!1 1977
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II. մ փ n փ n ։ մ

Հողվածում ուսո։ մնասիրվում է յայնական բախշված բեոին հակառ-^1 

ուղղված սկղբնական ճկվածքով եռաշերտ կ/՚՚ր սայի կայունության խնղխրԱ
Արտաքին շերտերի նյութը րն ղունվ ում է աո աձղսւ կան, իսկ միջին շերրֆ I 

համայւ հաշվի Լ տոնվում սողբր րոտ Ս ասյով֊Հար-ությանյանի ժաոան?««1 
կան տես ութ յան։

0 դավ եյով Լա ղրանմի վարիացիոն հավասարում ից, ներմ ուծևյով քաթումՏ 
հերի Փ(ր,է) ֆունկցիան, խնդրի քուծումր բերվում Լ *Լոյտերի տիպի ոչ qjffl« I 

յին ինտեղրտյ Հավասարումների սիստեմի, որից սա արվում Լ փուիոիւսւ^ .\հ f 
•[ործ սւկիցներով ղիֆֆերենցիւպ հավասարումների սիստեմ։

Բ՛վային ինտեւյրման միջոցով կառուցված են (0 (է) է Ն'(է) և ([ (T) ֆւ>։ն!բ I 
բիտների դրաֆիկներր տարբեր դեպբերի համար։

Ակնթարթային (l "*>) և երկարատև (է *ՕՕ j կայունության դեպքեր"մ. 
Հավասարաչափ բախշված հաստատուն բեռի ((խ) և կրիտիկական ինւոենսի» I 

վության որոշման համար ստացված են անայիտիկ արտահայտություններ։ I

ON SUPPORTING POWER OF A ROUND THREE-SHEET 
PLATE UNDER CREEP

M. A. ZADOYAN. H. B. SHAHAZiZiAN

Sum m a r y

The prob’em on stability o‘ a round three-sheet plate with itil{9 
deflection opposite to a transverse load is discussed.

The material of outer sheets is thought to be elastic and fo. էհճ 
medium sheet the creep is considered in terms of the Maslov-Arutiunaa 
theory.

By using Lagrange’s variational equation and introducing the tensiol 
function Փ(ր. t), the problem is reduced to a system of nonlinear tM 
tegral equations of the Volter type. From this a system of differentն1 
equations is obtained with variable ratioes depending on a rela՛. e 
deflection.

By numerical integration the diagrams v(t) and q ( fl at®
constructed for various cases.

On determining the critical intensity </., and q} of continuous 
the analytic expressions are obtained with instant {l = ՜;) and conti­
nuous stability {t - co).
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