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О КОНТАКТНОМ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ КРУГОВОГО ДИСКА 
И БЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНЫ С КРУГОВЫМ ОТВЕРСТИЕМ, 

ПОДКРЕПЛЕННЫМ ТОНКИМ КОЛЬЦЕВЫМ ПОКРЫТИЕМ

Контактные задачи о вдавливании кругового упругого диска в беско­
нечную плоскость с круговым отверстием близких радиусов, когда контакт 
осуществляется через их контуры, ввиду их важного прикладного значения 
стали предметом исследования многих авторов [1—6]. Характерной осо­
бенностью постановки этого класса задач является то, что к ним не приме­
нимы классические гипотезы Герца. Последнее вносит определенные коррек­
тивы в структуру разрешающего интегрального уравнения, усложняя се, и 
в конечном итоге приводит к некоторым трудностям при построении его 
эффективного решения.

В настоящей работе рассматривается контактная задача о давлении 
кругового упругого диска на контур бесконечной пластины с круговым от­
верстием. когда ее граница усилена тонкостенным элементом в виде прива­
ренного пли приклеенного к ней кольцевого упругого покрытия. Усиливаю­
щее тонкое покрытие трактуется в рамках теории тонких цилиндрических 
оболочек, основанной на известных гипотезах Кирхгофа-Лява, не учиты­
вающих поперечное обжатие материала. Определение законов распределе­
ния контактных напряжений под диском сводится к решению интеграль­
ного уравнения Фредгольма первого рода. При помощи известного аппара­
та ортогональных многочленов Якоби это уравнение сводится к эквивалент­
ной квазивполне регулярной бесконечной системе линейных уравнений. По­
лучены числовые результаты. В определенной мере выяснен эффект под­
крепляющего тонкого кольца.

Обсуждаемая здесь задача в известном смысле представляет аналог 
задачи из [2], встречающемся в вопросах трения и износа.

§ /. Постановка задачи и вывод основных уравнений. Пусть б круго­
вой вырез радиуса г: упругой бесконечной пластины, усиленный тонким 
кольцевым покрытием малой толщины А՛, вставлен диск радуиса г։. Диск 
прижимается к пластине силами Р՝., Р; и скручивается моментом М (фиг. 1). 
Считается, что механическое поведение этих тел описывается уравнениями 
теории плоской деформации или обобщенного плоского напряженного сос­
тояния. Разность 8 = г. - Л - г, предполагается величиной порядка уп­
ругих перемещении. Требуется определить законы распределения контакт­
ных напряжений под диском и размеры области контакта.

В качестве физической модели усиливающего покрытия принимается, 
как уже говорилось, геометрическая гипотеза Кирхгофа-Лява теории тон­
ких оболочек [7] .
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Обозначим через и т/О) соответственно нормальные и тангенци­
альные контактные напряжения под диском, а через <?г(Н) и Тг(Н)—контакт­
ные напряжения, действующие на границе бесконечной пластины, то есть на 
линии соединения усиливающего кольца с основанием. Участком контакта

Фиг. 1.

под диском пусть будет | - 0։, 6Д. Да­
лее, через т/'1, и обозначим

соответственно радиальные и танген­
циальные компоненты упругих переме­
щений граничных точек диска и беско­
нечной пластины от внешних и указан­
ных нагрузок. Через ъ г-, и V՜, 

обозначим компоненты перемещения гра­
ничных точек усиливающего кольца, где 
индексы „4-“ и „ — “ соответствуют точ­
кам, находящимся на окружностях с 
радиусами г2 и г0 = г., — Л.

Теперь перейдем к выводу основ­
ных разрешающих уравнений поставленной задачи.

На линии соединения усиливающего кольца с основанием можем за­
писать условия

(-*<0 о)

Но поскольку толщина Л усиливающего кольца предполагается малой 
(7|/г2 1/20 [7]). то пренебрегая его поперечной деформацией и принимая

и5՜ т>0՜, будем иметь

(֊-<9 <»)

Учитывая эти соотношения и предполагая, что во всей зоне контакта 
действуют только силы сцепления, легко показать, что там должны выпол­
няться следующие условия (1.2]:

— х/,1) -г г/2) = о соз 9 - $1п О — « (1 — соз б)

Ц1 ՝ — ур = 2гр-}>$йг —
2

ИхМ) (1.1)

Здесь 6—жесткое смещение диска в направлении оси оХ, а ф—угол 
поворота диска относительно первоначальной точки касания, возникающе­
го кз-за наличия скручивающего момента Л7. вследствие чего область кон­
такта становится несимметричной относительно указанной точки.

Далее, на основании известного комплексного представления плоской 
задачи теории упругости [8] легко получить, что компоненты перемещений 
и;։,> г'о։)> н ^2) выражаются формулами:
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„(1) =. 1)Г' Г „ (;) 1п 2 6Й>
4-^, 3,

</; Ь

(1.3)
со ~й со 7}

Л / /9\ I • (1П V — АН> V &~к 1*62р2(1»<2> + н’М = - *2г21 -------те ~ £ 7՜՜՜, е
к=2* 1 к~0К 1 1

где

г
а֊—-— ] |%ф-мок“^ — X

(А- 0, ±1, ±2,...)

При этом имеют место условия равновесия диска

Г1 [ 1<7х С) ֊֊ СО] е = Л ֊ л. г? С Ч (:) - М (1.4) 

-о, -о։

Здесь /.'=3 —4у (/ - 1, 2) для плоской деформации и х;

= (3 уу)/(1 ՛! 7у) Для случая плоского напряженного состояния; =
= 29/2(1-1՝^), а Е, и -^ — соответственно модули упругости и коэф­
фициенты Пуассона для материалов диска (у = 1) и бесконечной 
пластины (у — 2). Кроме того, введены обозначения

К “> (0 - 5) = .(у- - 1-)-Г|- А’,, (О О ֊ (0 - =)
4ТТП, 8гг
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Кт (0 - 5) = К+В-Ь (0 -$) + 
4к|*։

+ (*1-~1)'՜1 /?м (0 - 0 ֊ (0 -5)
8-Н1 8«^

где

/?1։ (։։-«)=2*1п։Цр1п2 ат
9-5 

2

А12 (й- :) = [* — |9“?|]5։п(б — :)«՛։£* (О — ։)

/?8։ ($ — ■) ~ $։п (® — 1П 2 1 5*п —

^м(& — 0 = — 2|»~ |0֊-;|]$։п2-^—— 5։£п(& —;) 

•л

Л (0) = ЬЛ Вл С 71 (У & + л _ □_ Р1 со։ 0 -
8-^։ 3 8п-л 2кр։

— —------ Р-р 55П Ь — /-1 ֊ Р 005՜ 0 1п ( 2 СОБ — -------------- ֊----------Р* СОЙ б
8*ь 4г.|4 V 2 / 2кр։ (1 -I- /։) ‘

/М - -р^м + '֊1
4-«,^ 4~Н

Рх55П 1п

—?Л0сО5&4-
8«н

1
2^Н1 (1 -гМ

Р251П О

Легко видеть, что функции А'(1)(0 ;) (у = 1, 2) непрерывны в
области —0, 5, ;^Ог и имеют квадратично суммируемые частные
производные первого порядка.

Теперь, рассматривая усиливающее кольцо как цилиндрическую тон­
кую оболочку, запишем уравнения его равновесия в перемещениях

<Л42>\ А
"^5՜/ ч ^'Ч = ГП^) — 9г(5)

О

ту \
/

V /д^ </?^-։>\ л /<Г42> <**(?)\
7у / --4 (2р°+ 'о) \Тб2“ ';՜

(1.5)

Здесь 2) = ^оЛ3/12 — жесткость усиливающего кольца на изгиб; 
2,ао + *о= (1 ~ '0/(1 4՜ (1 — 2ч>о) Л-'« плоской деформации ։։2|104-
4֊ - 0 = Е^( 1 ՝А) для плоского напряженного состояния, а Еи и у0-
соответственно модуль упругости и коэффициент Пуассона для ма­
териала усиливающего кольца.
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Отметим, что при выводе уравнений (1.5) за перемещения срединной 
линии оболочки приняты перемещения линии соединения усиливающего 
кольца с основанием, поперечная деформация тонкого кольца взята равной 
нулю, а для выражения поперечной силы через перемещения использованы 
известные формулы сопротивления материалов для кривого бруса. Следу­
ет еще отметить, что уравнения (1.5) с точностью коэффициентов совпада­
ют с соответствующими уравнениями цилиндрической оболочки, ныведсн- 
ными п [7] на основе классических гипотез Кирхгофа-Лява. Однако, ука­
занные предположения, лежащие в основе (1.5) и являющиеся модифика­
цией этих гипотез, для обсуждаемой задачи представляются более естест­
венными и, поэтому, в дальнейшем будут использованы именно они.

Поскольку требуется определить только законы распределения кон­
тактных напряжений под диском </։(0) и т։(0). то система уравнений (1.5) 
будет использована для исключения </;:(□) и Тз(<)). Для этого достаточно 
подставить в правую часть (1.5) разложения функций д. (0), тДО) 
(/=1, 2) в ряд Фурье, в левую часть выражения и ^2) из (1.3), 

а затем приравнивать коэффициенты при ек/ (к =0, ± 1, ±2, ...).
Упомянутые разложения имеют вид

- <7։ (?) 4֊ / (б) = £ АксК'\ 
ь-----

К>
-?.(<>) +*.(<։)֊- £ Ле“՛,

О,
Аи — —7 ( [7x0 -

R

&=--֊7р<?;:(0֊<\(5)]е՜'^

Выполняя поочередно указанные операции, получим

Ее /30 — -—-— Ее До, 1т = 1т .40, 5։ = А։, = А -1/(1 а 4-6)
14-6

Ж № <1,6)
Вк = ֊“*- Ак- В-к = 4- Ак 4- ֊ А х, (к 2, 3,...)

а к ак а к и к 

где

а = /)/2г2Гг, 6 = (2и0 4֊ Ч) к‘2гуу.., 4° = ак1 4֊ ак2 4֊ Ьк 4֊ 6 4֊ 2

42> = ֊ ак3 4֊ ак2 +Ыс-Ь. 43> = ֊*2«<-3 '^к' ֊1֊ \Ьк 4- *26

4-։) = '^.икл — ‘^ак~ 4՜ 7Фк — -/:,Ь 4- 2

<1к 2улаЬк2 (к* -1)4֊ \ак2 (к-1) Ь ак2 (к 4֊ 1) 4֊ 

4-726(Л֊1)4-М<'4-1) I 2

Подставляя выражения / 1, 2) из (1.2) п (1.3) с уче­

том (1.6) в систему ( 1.1), затем умножая второе из уравнений (1.1) на отри-
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цательную мнимую единицу — : и складывая с первым, после некоторых 
элементарных выкладок придем к интегральному уравнению

(14 ^-1) fl f I In -Г------ j-гг + f-5- ; sijrn (9 - 5) I X (։)</: +
‘‘"lb 2 sin 2 «1+ 1 I

•. ч
+ jG, (9-5) X (•;)« +^6,(9-J) Z7F)</- /(в). ( 9,<9<9։)

-»։ ֊»I

I 1ерсндем к новым переменным

уравнение запишем в виде

(!՛•-н

О , t — 3J J 2 sin--------
2

/ = е + ?. 5 ֊ 'Н- 3, ? = (0։ - 03>/2. (0։ 4֊ 60/2 - «

Считая, что диск упругий и отличен от жестком шайбы, предыдущее

— / ~ 1Ь "р 51яп 0 — $) | 7.0 ($)</$ •

(1.7)

+ ^((-3)7^3)43 + 

— * — «
где

‘Ь -Н = ֊(*>-!)/(>! +1)

В ядре уравнения (1.7) выделены его главная (сингулярная) часть в 
виде ядра 

и регулярная часть в виде непрерывных функций

Кх (t-S) = 4ru,G, (t - S)/(X, ... ]),„ A-։(f֊s) = 4zu1G1(Z-s)/(x, + l)r1 

где

G, (t - s) = K՝" (t - s) + 7^֊ I a'" cos k (( - s) +

------ —’—— COS (/ — s) 4֊ 
4rjs(1 4- a 4- b)
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с֊з
С1Л — х) ~ У. сох /с (/ — х)-------сох (/ - - х)

4՞?: Л...2 2-Н1

(—»</, х < а)

Здесь

а‘;> = [2х.аЛ4 4 2х2аА* 4 2\Ькг - 2х, (А- 4- 1) 4-

+ 2 (Л 1) + 2хЛ]Д^֊ 1) с/д.

а™ = - [4х2а^4- 4х.,6/< 2/.. (Л 4֊ 1)- 2(к - !)]/(*«-1)

— 2(72о£2 — х26)/(/л (А = 2, 3, ...)

Через Хо(0 обозначена комбинация компонентов неизвестных контакт­
ных напряжений в комплексной форме, приведенных к безразмерному виду

■/0(/) = г։7 (0/4к^е = р.{1) Н- /то(О

Ро(О = г~р - г.,д- (( — ₽)/4-р2е

•о (0 = г2՜ (0М~Ь€ ~ г.>-ч (I — ?)/4кр4в

Функция /0(/) имеет вид

/о(О = — *)/(*! 4֊ 1) ^!е =/(>!| (0 + //(Р (О

/«"’«֊л, [±+/——
1.2 \2(Иа + 4)

2 \֊ ——)еоз(/ а)
14֊ *!/

— СОЗ (/ - £) 1п ( 2 сох —) - — -1— - (/ |3) хт (/ — ?)
2 / 2 X, |- 1

_______1_
.2(1 4-а 1 6) (1 т-х,)2.

0а4- 1)^0 сох (/ — 3) —

— Ыо3‘п — 0) ~ '( р0(/) <//—а0-֊-М1 + 6)
2*

/о<2)(/)=^о(1֊^)-^о Яо 
2(1 а 6)

Х1П (/ — ?) —

-։1п (/ ֊ р) 1п (2соз + у (/-?)соз(/-?)

о / Яо ■*20 1 ~՜
\2(1 4 а I 6)

— Мо5‘П (/ — ?) ~ [1 - сох Ц — й|
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Здесь введены также безразмерные величины:

Ло = r.Pxi'4-.-Ai.2r^, Р^ = r^PjA^r^, Мо >= г2Л^/4-|чг‘;

К = ?о = rjû/s, - rtl5.'r։«2(1 Ч- Xj)

Ядра К, (/ — $) (/ = 1, 2) непрерывны в квадрате — а < С 5 ^֊а и 
имеют квадратично суммируемые первые частные производные.

В частном случае, когда усиливающее покрытие отсутствует (Л — 0), 
будем иметь следующее интегральное уравнение:

1
. t — $ sin--------

2

III - j sign it — s) 4 (s) <1' -r

- a

9 л _____
“ Ti-------- \—Г cos (/ — s) Zo(s) ds = / l"' (t)

(1 -rxx)[l 4֊ (1 +*2)^ol J
— Ï

имеющее вполне аналогичную к (1.7) структуру. Здесь

th г.~ = (•/., — !>[(■/. ֊ 1) г^Д-х, ֊ 1) r։|t3 1]/[1 4(1-1֊ •/-.) (1 + *i) “ ft>

2Æ0 (/ - 5) - 2Æ„ (t - s) - (t - s) +

t i (2Лч (t — s) - ft,/?« (/ — s) 4- (/ — s) So]

/*’’<0 = 1 fi'1 (0 + if^(l) ֊ 1/2 (Ло + P№} So cos (/-?) + 

a
Яо J' Л, (0 dt + Z[.Wo?o + 1/2 (Ло + Ло) Яо sin « - P)]|/[l ֊ (14- *,) ?p]

В заключение приведем определяющие уравнения также в том случае, 
когда при контактном взаимодействии указанных тел возникают силы ку-» 
лоновского трения, то есть когда т(/) = 7.р(1) [8]. где X - коэффициент 
трения. Эти уравнения будут иметь вид

In -
2

1 ___
. t S sin--------

2

+ — tg 1 sign (/ — s) (s) ds 4֊

— s) p0(s) ds = /I (0 (1.8)
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Здесь i = I — для общего случая, а / = 2— для случая /: = 0. Кроме 
того,

£ (/ - s) = Rc |Л', « - $)] + К.а ֊ S) (/ - $)|

й(/—«) = Re [ А'о (/-֊$)] — 2cos(f — $)Д1 -Hl -h*s)g0!U + *1) —

— /1т(Л'0(/ — $)]

/Г(0 = Ке1Л(О1. /;(П-Ке[/։0|(П]
iff-Vth = — '■(*, ֊ !)/(»> 4- I), « Фо

Легка,’»метить. ЧТО формальной заменой р на ։р главкам часть уравне­
ния (1.7) перейдет и главную часть уравнения ( 1,8). Последнее даст воз­
можность их решение построить единым аналитическим методом.

Таким образом, решение рассматриваемой задачи свелось к решению 
интегрального уравнения ( 17). откуда определятся законы распределения 
неизвестных контактных напряжении ро(0 и то(О- Подлежат определению 
также размеры области контакта а |), жесткое смещение 6- и угол относи* 
гелыюго поворота ՝| диска. Поэтому к уравнению (1.7) должны быть до­
бавлены условия равновесия диска (1.4) и условия ограниченности контакт­
ных напряжений на концах зоны контакта [ 1. 3, 9].

*о(±*) = 0 (1.9)

$ 2. Сведение инте гральною уравнения (1.7) к бесконечной системе 
линейных алгебраических уравнений и ее исследование. Возможные осо­
бенности контактных напряжений на концах зоны контакта должны иметь 
вид [5, 10—12]

Хо(/) = 0((з— /)'(«-Ь 0”) при /-±х

Следовательно, /,п(/) .можно представить в виде

■/•оСО^^֊/)1 (я 4-ОГ’Хо(О^ (sin-(ып*-֊֊’} /"(f) (2.1)

где а = j0-1 е - 1/2 — />. f — 1 = — 1/2 -f- j>, а (0. Zq‘ (О - ре­
гулярные функции на отрезке | — s, з], притом /**(/) О (б0—/՜) при 

f - ± а.
Исходя из формулы (2 1). решение уравнения (1.7) представим рядом

ОО
МО ш(0 yz./<'-”(x) (2.2;

•»-О

с неизвестными KO9iH>HijHcitTav.H \Zm При этом, ввиду ( 1.9). долж­
ны иметь место условия

2 А/^ ”(± 1) « 0
,л- О
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Здесь

1 / / у»*’*'/ ֊ в_./у/ # ах/у
Ы (/) — ----( Бес----- 1 ( 81П -------- ) ( 81П -------- ) *

2 \ 2 / \ 2 / V 2/

{Р\п г\х)}т֊о (Кс (-, {>) — 1) — многочлены Якоби, ортогональные на

отрезке [ 1, 1] с весом (1 — х)'(1 4՛ х)г.
При сведении задачи к бесконечной системе нам понадобится соотно­

шение

111 »Р $1£П (/ — 5) ги ($ ) Р-п (.V)

(т == 0, 1, 2, ...)

которое следует из результатов работы [13]. 
Здесь

5 I »=‘*17 а
2"0 = /=" 1Ь -а зесЬ к|1 —

— 2՜ зесЬ “1-1 [1п 2 ? (0.5 — /» — у (1)]

7т = г.пг ЧесЬпи, (/п = 1, 2, ..»)

։
Ьй при т — 0
0 при т = 1, 2,../

2''”’Г(1 + =)Г(1 + р) 
(14=-Н')Г(Ц-= +р)

- г. зесИ

(т= 0, 1, 2, ...)

Г (г) *։։амма-функция, у (г) -пси-функция Эйлера.
Подставляя (2.2) в (1.7) и учитывая (2.3), уравнение (1.7) известным 

способом сведем к бесконечной системе линейных уравнений

<х> со

Л + ЛЛ +н„ = Н,.п-'Ь„ (2.4)
гл ֊■! т=1

(.'.’ = 1, 2, ...)
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Кроме того, получим соотношение

- 7,7’ 2 ’ -г 2 л, 4" + V к^1„ =
т—О т—0 т-0

откуда можем определить коэффициент /о.
Здесь введены следующие обозначения:

К'.1’. ֊ » (0 /><’■ ”(.*) (' ֊ ֊0] «’о (։) -°™֊!’ ■' " (у) Л

■ Уа —<Х

г а
Л - [ ^Й7) р':՝0) (х) л С 0 - [К2 (/ 5) 1^77) ° ’> (.7) л

3 V*
—а — а

(я, т=1, 2, ...) 

а
б„ = С (О]7мо р’'-,'՛’*11 (х) л - ^!>о- 

з

а

7 1 ® / • 1 \’43+? 1 [*, I ------ 777 р(0 + 1. в+1>- 4/охес— ( яш —- \ —- В? — п’0(/)Р.,_1
4^ \ £» / £ ։ •

(Л = 1, 2, ...)

а / я \-3-2о֊г?П~ -1 сЬ "И СОБ-----  ( Б’ш —- )
2 \ 2 /

(Ал)’1, (н = 1, 2, ...)

а в

к£*т = н„ м7) л к,« - ։)«(։) ?) (з) *

— а —а

5 а

Ао,3т — НЛ ф (/) (1( К2^ — $)«о ($) Р՝;п '՛ (у) с/з, (т — 0, 1, 2,...) 

— в —а

— а

где

<%= ^0(/)Р^։''г‘1}(х)<// $) 1^(5) с/х 
и
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’ с։
^/,“о ( «МО * }>(х)(Л ֊ |/С (/ — з)| то($)</з,

— ՝т -а

«’о (О — (соб / сох а) ы (/), /Уо = сов" 
£

(л = 1,2,...)

-2(1-г.+о)
(70Аи)՜’

~ ;п-------֊?- («֊-О, 1,2,...)
п. (2л т 1 -г- з — р) I (л — 1 4" 3 4՜ Г')

I / а х / ал=М‘*т У=1*7Г7
Исследуем систему (2.4) на регулярность. С этой целью 

неизвестные по формуле
введем новые

2п — л1՜*՛ гп, (л = 1, 2,...)

где е,—сколь угодно малое положительное фиксированное число. Тогда 
придем к бесконечной системе

.. оо . . сс —
А, + —"" У— £—£.% = —п'^, (п = 1, 2, ...»

П т-1 т'՝ П т 1 Пг'1 П՜щ— 1 ГП - 1

которая квазиБПОЛнерегулярна, то есть Л’]1', 5,!՜ — О при п — со, где

Л՝."’ п՝- у т-1 I, х.<։) = п՛. у т-1 к^>„ I
П пГ՜՝ Ц .7՜!Я!"" )

Действительно, пользуясь известным асимптотическим представлением 
для функции / (г) [14], легко показать, что

Нп}п ~ 2՜-՜ : с1£ — сй”рл[1 1-0 (л ’)] при п ֊» эд (2.5) 
2

С другой стороны, следуя [ 12. 15], на основе асимптотического пред­
ставления многочленов Якоби [16]

Р1’՝ ” (с<в -) ~ с05||п (1 Д+0/21?-(1 4-2Лщ'4} _
Р" (С°5,,~ ^1/2  ̂ +°(П Ч

(и — со)

R© ( г» р) > - - 1, О <С ? “

я с учетом (2.5)для достаточно больших п. т будем иметь

51” ‘У—1— I к,1,'!.՜ I < м.п՝ ■-"У у (А^У

к. т /-1 >п
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Здесь А'։. ЛА— некоторые постоянные, а через обозначены
значения Ал, ц\ для больших /1 и /И, которые здесь в явном виде не при­
водятся. Отметим лишь, что их можно представить формулой

4 
кП)*? _ л(Л т — 7 ^п. т

/=։

где А— коэффициенты Фурье некоторых квадратично суммируе­
мых функций /. (Л $) (/= 1 -4) ( ««</, х < а) по полным ортого­
нальным системам многочленов

{иг. (х) ит (г/); и. (х) Ти (у)-, л (х) ит (у); Тп(х) Тт (у)}֊ П|,.о

где 70(х) и соответственно многочлены Чебышева первого и вто­
рого рода. Следовательно, для каждого разложения будет иметь место ра­
венство Парсеваля, откуда будет вытекать сходимость рядов

(/ = 1,2, 3,4) 
п. т

Тогда сходятся и ряды [17]

• ОО ОО
£ 1(4!.%)’] 

я /п -1

Следовательно, по крайней мере.

Е(Л*.Л- ГххО^11”"1], п-оо
ГП ГП

где — малое положительное, но фиксированное число. Отсюда следует, 
что

5?) = О(н“-’)г я-со

Выбрав з։<^=2, будем иметь 5«' >0 при я — ос. Аналогичным обра- 

зом можно показать, что 5«՜' -• 0 при п — ос, а

Нпп,,Ь„1'п՝ ~ О(п 11 :՛՜'՛’) при я — со

3. Конкретный пример. В качестве конкретного примера рассмотрим 
два случая:

I) когда усиливающее покрытие настолько гибкое, что можно прене­
бречь его нзгибной жесткостью (7) = 0);

2) когда толщина усиливающего покрытия Л = 0. то есть граница бес- 
конепцод пластины не усилена покрытием.

В обоих случаях считается, что отсутствуют тангенциальные контакт­
ные напряжения, вследствие чего следует принять М = 0. Тогда в зоне 
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контакта будет действовать только нормальное контактное давление р(0, 
притом р(—О = р(0, и область контакта становится симметричной отно­
сительно оси оХ ((1 = 0, '|՜ = 0). Условие равновесия диска (при Р\ = 0) 
примет вид

у ($) СО5 5(/о - Ло

В обоих случаях задача сводится к следующему интегральному урав­
нению:

1____
. I— 5 

51П -----------
2

$) ро(«)^=/(/,(0. (֊։<*<«) (3.1)

где / — 1, 2 соответственно случаям I) и 2), а

6Э
Ка ‘(! 5) — А’н(/ -5) 4- ?։/?1;(/ -5) -Г \\а1(созк({ — я)

Х-2 

2К(7 (/ - 5) = 2/?1։ (/ ֊ з) - (г - з)

Лт/(։)р) = Л0[^/2(1 4- 6)-2/(1 4֊^ 4-2/(1

~ 4՜ *>)] соз1 -г (% I 1) & соя I ֊

а
+ [1/2 - й/( 1 + 6) + 2^/(1 «,)] [ Ро (/) л - 2։ 

֊ и

([} = Р.„ [2/(1 + «,) - 2/(1 - х,)’] со։ / +

чс
֊( Р)(0 ^о-г (%-Г 1) ^осоя^

а. ֊֊ (Ъ-1Ьк - 2?М -1- 7.^ ֊ 2',к 4- к -г -х| - 1)/(А։ -1) ^0

Здесь

ь = (■/, -1 )/2 (1 + ■■<,) Л'”, = 2гд1 X,) л11’, л(1> = 1 4-^(1+«,)

Л"' = 1 4- (1+«*) ?». 4м = (к - 1) + Ь(к + 1) + 2

Решение интегрального уравнения (3.1), к которому сводится рассмат­
риваемая задача при отсутствии тангенциальных контактных 
и схема получения численных результатов даны в статье [6].

напряжений,
поэтому на

этих вопросах здесь не будем останавливаться.
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В обсуждаемых случаях 1) и 2) числовые расчеты для различных зна­
чении а были проведены при плоской деформации, когда упругие постоян­
ные диска и бесконечной пластины одинаковы Е: — Е?. Затем было приня­
то Е Ег = 12, /г <2 — 0.05, а коэффициент Пуассона \’о V! - Ч’з 0.3. 
Кроме того, положено г։ « г,„ в то время как принимается е #= 0.

При указанных значениях параметров вычисления проводились на 
ЭМВ ֊ Наири-2 . Бесконечные системы решались методом редукции, при­
том, чтобы получить максимальные контактные напряжения с тремя верны­
ми знаками, достаточно было, как выяснилось, брать четыре уравнения из 
бесконечной системы.

Таблица 1

Случай 1) (Л-/>0) Случай 2) (Л 0)
а 30" а-.60- а-30е 7=60“ 4.-75’

Ри 0.0295 0.2003 0.4972 0.0281 0.2110 0.7778
0.2144 0.7686 1.5370 0.1938 0.8904 2.6330

Л, 0.0097 0.0730 0.1911 0.0093 0.0770 0.3057
-0.0096 0.0710 —0.1966 -0.0093 -0.0750 -0.2965
-0.0001 0.0018 0.0060 0 -0.0020 -0.0084

0 -0.0002 ֊0.0005 0 0 -0.0008

РоСОшв։ 0.0371 0.1420 0.3225 0.0359 0.1500 0.4865

Значения постоянных Р.п, 6,.. коэффициентов Хп(п ~ 0, 1, 2 3) и 
максимальных контактных напряжений р0 СД -.»» при <Х = 30°. 60՜' и 75 при­
ведены в габл, !, а на графиках фиг. 2 показано влияние изменения длины 
участка контакта на закон распределения нормального контактного давле­
ния ,п„(0) (сплошные и пунктирные линии соответствуют случаям I) и 2) ).

При больших значениях а контактные напряжения резко возрастают, 
то есть существует критическое значение а < 90 [5].

На фиг. 3 приведены зависимости длины участка контакта 2<х и вели­
чины жесткого смещения диска 6 от прижимающей силы Р>. Эти зависимос­
ти на фиг, 3 даны соответственно кривыми 1 и 2.

Фиг. 2. Фиг. 3.
2 Известия АН Армянской ССР Механика, № 5
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При отсутствии тангенциальных контактных напряжений результаты
работы [5] в основном совпадают с изложенными здесь применительно 
случаю 2).

Институт механики АН Армянском ССР
Лснинаклк<киГ< филиал ЕрПИ нм. К. Маркса Поступил« 23 IX

U. 1Г. ՄԱ՚^ԱՐձԱԱ X. IL 1>(||41ՍՍԼՆ

ՇՐԱԱՆԱՑհՆ ՍԿԱՎԱՌԱԿԻ 1ւՎ ՐԱՐԱԿ ՕՂԱԿԱՅԻՆ ւրՕԿՈԻՅԹՈՎ 
Ոհ№ԼԱ8ՎԱ<1 ԿԼՈՐ ԱՆ8ՐՈՎ ԱՆՎԵՐՋ II ԱԼԻ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ 

ՓՈԽԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ՍՍԼՍԻՆ

It մ փ и փ u t մ

Աշխատանքում ղիտարկվ ում Լ շրջանային առաձգական սկավ առակ} 
ե կյոր անգրով անվերջ սայի կոնւոակտսւ չին փ էէխագգե ջյու թյան խնգիրր, եյգ 
սայի եգրա գիծր nid եգաչյված Լ օղակային բարակ առաձգական ծածկույթւէւ/ 
Առաձգական ծածկույթի Համար օգտագործվում են գրռնային թաղանթների 
տեսության որոշիչ Հավասարումները* Կիրխով- Լյավի Հայտնի հիպոթեզների 
շրջանակներում t

Նշված ի՚Նդրի յուծումը բերված է ֆրեղհոլմի աոաջին սեռի ինտեգրա՝ 
հավասարման յուծմանր: Յակոբիի օրթոգոնալ բաղմանգամների մաթեմատի­
կական ապարատի օգնուի յամ բ այգ Հավասարման համար ստարված Լ Լֆեկ- 
աիվ լուծում: (թվային արգյունրներր ներկայացված են աղչուսակով և գծագրե- 
րովէ

ON CONTACT INTERACTION OF A ROUND DISK AND AN 
INFINITE PLATE WITH A CIRCULAR HOLE SUPPORTED

BY A THIN CIRCULAR SURFACE

S. M. MKH1TARIAN. F. S. TOROSSIAX

Summary

A contact problem on the pressure of an elastic round disk
the contour of an infinite plate with a circular hole where its boundary 
is supported by a thin element in the shape of an elastic circular sur 
face attached to it, is considered. The supporting thin surface is in 
lerpreted in terms of the theory of thin cylindrical shells based on th՛ 
well-known Kirchhoff-Love hypothesis.

I'hc solution of the above problem is reduced to that of the firs 
kind Fredholm integral equation. Its effective solution is presented 
The numerical results are obtained.
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