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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ НЕСЖИМАЕМОГО СТЕРЖНЯ ПРИ 
РАВНОМЕРНОМ БОКОВОМ ДАВЛЕНИИ

Введение. Вопрос об устойчивости упругого тела, которое помещено без 
трения между двумя абсолютно жесткими стейкам»։ и загружено ио боковой 
поверхности равномерным давлением, рассматривался к [ I, 2]. В этих рабо
тах указанный вопрос исследован на примере задачи об устойчивости поло
сы из сжимаемого и несжимаемого материалов и получен следующий вы
вод. Состояние равновесия является устойчивым, если к боковой поверхнос
ти давление приложено в виде < следящей» нагрузки, и неустойчивым, если 
к боковой поверхности давление приложено в виде «мертвой» нагрузки. В 
последнем случае критическая нагрузка для тонкой полосы приблизительно 
в два раза меньше эйлеровой силы при осевом сжатии. Эти результаты по
лучены только для одной задачи (об устойчивости полосы), поэтому при
ставляется целесообразным исследовать задачи для тел другой формы с 
»»елью проверки общности вышеизложенных выводов.

В настоящей статье исследуем задачу об устойчивости цилиндрическо
го стержня произвольного поперечного сечения, который помещен без тре
ния между двумя абсолютно жесткими стенками и к боковой поверхности 
которого приложено давление в виде «следящей» или «мертвой» нагрузки. 
Материал стержня будем считать несжимаемым, изотропным с произволь
ной формой упругого потенциала, а стержень будем считать сплошным, что 
обеспечивает существование однородного докрнтического состояния. Как и 

քու [3—5], исследование проведем в общей форме для трехмерных линеари
зированных теорий упругой устойчивости при конечных и малых докрити- 
«ескнх деформациях [6, 7]. Будем применять лангранжевы системы коорди
нат, которые в «^деформированном состоянии совпадают с декартовыми 
(хь X‘j, хе) или круговыми цилиндрическими (г, 0, хз) системами координат. 
Все величины, относящиеся к докрнтическому состоянию, отметим индек
сом «ноль».

Заметим, что и силу условия несжимаемости для докрнтического состоя
ния при его определении приходим к задаче о всестороннем равномерном 
сжатии, следовательно, можно использовать основные уравнения и соотно
шения [3—5]. В случае же сжимаемых материалов [ 1] уже не приходим к 
задаче о всестороннем равномерном сжатии.

§ 7. Основные соотношения. Линеаризированные уравнения движения 
при отсутствии возмущений объёмных сил. согласно [4. 5]. можно предста
вить в следующем виде:

-* -♦ ՝•
l-Çgrad div и — roi rot и -f- grad р — ou — 0 (1.1)
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Линеаризированное условие несжимаемости запишем в таком виде:

div и = 0 (1.2)

Линеаризированные граничные условия в напряжениях на части Si поверх
ности запишем в форме.

А (? = (2i‘*~ з0) N-v и -г (’.‘о — ’о) X rot и -f- Л?р (1.3)

В выражениях (1.1)— (1.3) введены следующие обозначения: Цо—ве-
—"•

личина, которая определяется через упругий потенциал, и — возмущение 
вектора перемещений; р— плотность материала в естественном состоянии;
•*
Л’ орт нормали к поверхности тела в естественном (недеформированно.м) 

состоянии; Р -- возмущения внешних нагрузок, действующих на S(, р — 
возмущение величины, связанной с гидростатическим давлением; По— на
пряжение. соответствующее всестороннему равномерному сжатию. Заме
тим. что напряжение 0с является истинным и для теории конечных докрити- 
ческих деформаций, поскольку в силу условий несжимаемости при всесто
роннем равномерном сжатии площадь поверхности стержня не изменяется.

В случае, когда давление к боковой поверхности стержня приложено в

виде «.мертвой» нагрузки, Р - 0. Если давление к боковой поверхности 

приложено в виде «следящей» нагрузки, то для определения Р в [3] по
лучено следующее выражение (более точное, чем п других работах по теории 
малых докритическнх деформаций)

Р = 50 (N • V и 4- ivxrot и) |Л1 (1-4)

Совместим ось стержня с осью 0х4 (0^х5^/). где I — длина стержня. 
Учитывая, что по постановке задачи стержень при хз = 0 и х.з֊՜/ соприкаса
ется без трения с абсолютно жесткими стенками, из выражений (1.3) полу
чаем следующие граничные условия при хз=0 и хз=/:

u3^0; ft = 0; Q2=0 (1.5)

Учитывая (1.3), граничные условия (1.5) можно сформулировать и че
рез перемещения

п3 = 0;

(2^0 Зо)
ди.
К

^ = 0 
dxj

дх3 \axi
(1.6)

На боковой поверхности в случае действия «следящей» нагрузки согласно 
(1.3) и (1.4) должны выполняться следующие граничные условия:

2|1O/V. V и 4- p0/V х rot и 4- Лр = 0 (1.7)
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В случае действия «мертвой» нагрузки, согласно ( 13). при Р -֊ 0 на 
боковой поверхности получаем следующие граничные условия:

(2^0՜ °о) T(Ho~ %) Л X rot и -|- Л/р = 0 (1.8)

Необходимо отметить, что изложенная выше задача сформулирована

относительно вектора w и скаляра Следуя [4|, приведем выражения 
для вычисления величины |и через упругий потенциал, считая последний 
функцией -4. — алгебраических инвариантов тензора деформаций Грина. 
В этом случае для теории конечных докритнческих деформаций имеет мес
то выражение
| = & + ф0 = ф0(^^) О.9)

(7/42/ я,-’»

а в случае первого и второго вариантов теории малых докритнческих дефор
мации — следующее выражение:

!Ь=Лф’ о Ф^Ф’И;. (1.10)
оА-2 л. - о

Рассмотрим вопрос о применимости статического метода (метода Эй
лера) к рассматриваемой задаче.

Когда на боковую поверхность S| действует «мертвая» нагрузка
••

(Р = 0). как известно [7]. статический метод исследования можно при
менять. Рассмотрим случай действия «следящей» нагрузки на боковую по
верхность. Будем считать, что боковая поверхность пересекается с плоскос
тями хз=0 и хз —/ по кривым L. В этом случае в [8] доказано, что доста
точные условия применимости метода Эйлёра выполняются, если на /• обра
щается в нуль одна из величин и?, или ил. (через од. обозначено перемеще
ние, направленное по нормали к поверхности S’i). Первое условие (1.6) 
обеспечивает выполнение следующего условия:

ua|4=0z (1.11)

Таким образом, как при действии «мертвой» нагрузки на боковую по
верхность. так и при действии «следящей» нагрузки на боковую поверх
ность выполняются достаточные условия применимости метода Эйлера. В 
связи с этим будем применять уравнение (1.1) без инерционных членов в 
виде

grad div и — рд rot rot и 4֊ grad p — 0 (1.12)

Таким образом, при изложенной постановке приходим к задаче на соб
ственные значения: R случае действия «следящей» нагрузки на боковую по
верхность— к уравнениям (1.12) и (1.2). к граничным условиям на торцах
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( 1.6) и граничным условиям (1.7) на боковой поверхности; в случае дейст
вия «мертвой» нагрузки на боковую поверхность к уравнениям (1.12) в 
(1.2), к граничным условиям на торцах ( 1.6) и граничным условиям (1.8) 
на бокной поверхности.

$ 2. Исследование устойчивости. При исследовании устойчивости необ
ходимо учесть, что уравнения (1.12) и (1.2), граничные условия (1.7) пол-: 
костью переходят в соответствующие выражения линейкой классической 
геории упругости, если вместо постоянной Ляме р ввести величину ц.. От
носительно величины Цо, как и в [2—5]. будем предполагать, что выполня
ется следующее неравенство:

!'о>0 (2.1)

которое обеспечивает устойчивость состояния равновесия упругого тела при 
всестороннем равномерном сжатии «следящей» нагрузкой, приложенной ко 
всей поверхности тела.
■Следящая нагрузка». В этом случае, как отмечалось выше, приходим к за
даче на собственные значения ( 1.12). (1.2), ( 1.6) и ( 1.7), которая не совпа
дает с соответствующей линейной задачей классической теории упругости 
в силу структуры граничных условий (1.6). Представим решение уравне
ний ( 1.12) и (1.2) в следующем виде:

111 — \хг> хг)соэ“-у- и.. ит. (хх, X.,) СОЗ я-у- Л'3

и3 = (хх, Хи) зт Г -у- Р (л-։. Х2) СО8 - ֊у х3
(2.2)

Выражения в виде (2.2) удовлетворяют граничным условиям (1.6) на тор
цах При ХЗ=0 и Х3=/.

Подставляя (2.2) в (1.12). (1'2) и (1.7). получаем двумерную однород
ную задачу относительно (л,, хг) (։ — 1, 2, 3, 4). которая полностью сов
падает с соответствующей однородной задачей линейной классической тео
рии упругости, если в последней параметр Ляме р заменить величиной Цо.

Последняя задача, как известно, имеет единственное, тривиальное реше
ние. если выполняются условия (2.1). Поскольку принимаем, что условия 
(2.1) должны выполняться всегда, то в данном случае состояние равнове
сия будет устойчивым независимо от формы поперечного сечения стержня.

Таким образом, пришли к выводу, что состояние равновесия стержня 
произвольного поперечного сечения, который помещен без трения между 
двумя абсолютно жесткими стенками, будет устойчивым, если к боковой 
поверхности давление приложено в виде «следящей՛՝ нагрузки. Заметим, 
что этот вывод получен для материала с произвольным упругим потенциа
лом.
«Мертвая* нагрузка. В этом случае рассмотрим стержень кругового попе
речного сечения (О^Г^/?; О^хлСО- Общее решение уравнений (1 12) и 
(1.2), следуя [7], в данном случае представим в виде



Об устойчивое::срл.нп при равномерном '• лозом • 1влсн1чн 67

1 дь дг/. дъ 1 д-/.------   -------; и —------_--------- --------  
г дк---- дгдх* ог г д$дхл

где ф — гармоническая, а х— бигармоинческая функции.

<5? _1 д 1 д* , сР
Л-1 ՛՛ г дг ' г’ оО’ + <М

Из выражения (1.8) получаем граничные условия на боковой поверхности 
при г=/? И виде

/п ч(2Ра- ’о)— * Р
Ог

.п \ (,иЬ I(2!‘о ~ эо) — + (Рь — Зо
Ог

ди, д
~г 7՜ги»(Я Ог
диг ди3 \ |
ох. дг )

(2.4)

Функции ф и /, удовлетворяющие граничным условиям ( 1.6) на торцах, вы
берем в следующей форме:

СО5 т~ 51П пЬ

5»п т — х3 В/> Ст ~ г/п. I ^т —
(2.5)

■соз л&

(2|‘о М -77

О

= 0

В (2.5) и ниже через Л (’) обозначена функция Бесселя первого ро
да. Л-ого порядка от чисто мнимого аргумента, через .4. В. и С обозначены 
произвольные постоянные.

Подставляя решение в форме (2.5) в граничные, условия (2.4) и учиты
вая (2.3). в результате обычной процедуры получаем характеристический 
определитель, который по форме совпадает с характеристическим определи
телем задачи, рассмотренной в работе [9].

По аналогии с [9] рассмотрим «стержневую» форму потери устойчиво
сти (т«Л = 1) И для длинного стержня (։ - с—<1 ) вычислим харак

теристический определитель с точностью до двух членов разложения по па
раметру а. Как и в |9|, в результате вычислении получаем следующее выра
жение для характеристического уравнения:

4֊ Зз0) — (1*о 4- з0) (2^ — ав)] 4-

а»
8

|2|‘в (7^ 4֊ 6 3О) — (2но «о) (4р0 4- За.)), (2.6)



68 Л 11 Гузь. \ В 11знрям

Как следует из граничных условии ( 1.7) и (1.8). граничные условий 
для «следящей нагрузки (1.7) можно получить из граничных условий да« 
«мертвой» нагрузки ( 1.8). если в последнем выражении формально поло
жить п» —0. которое входит явно. Аналогичным образом из (2.6) получаем 
характеристический определитель для случая «следящей» нагрузки в сле
дующем виде:

, зф"
'՛ (2.7)

В силу (2.1) из (2.7) следует, что <^>0. то есть бт^О. Следовательно, I 
при действии «следящей» нагрузки состояние равновесия является устойчи
вым. Это обстоятельство является иллюстрацией вышеизложенного ре-:! 
зультата для стержня произвольного поперечного сечения при действии 
«следящей» нагрузки.

3. Пример. Рассмотрим в рамках теории конечных докритическнх де
формаций пример для тела с потенциалом Трелозра (нсогуковского гнпл) 
при действии «мертвой нагрузки. В принятых здесь обозначениях потенци
ал для неогуковского тела представим [7] в следующей форме:

ф° = 2с10д՛; (3.1)

Подставляя (3.1) в (1.8). получаем следующее выражение для опреде
ления Цо:

Для тонкого стержня при „стержневой“ форме потери

устойчивости (т п = 1) представим п следующем виде:

(3.3)

Подставляя (3.3) в (2.6). с точностью до а2 получаем следующее выраже
ние:

. _ 1
0 2 ^ОА’

_ 3 г „ 
Р»Л — '-‘К՝. (3.4)

В (3.4) через р>л обозначена эйлерова сила при осевом сжатии. Следова
тельно, в случае действия «мертвой» нагрузки состояние равновесия явля
ется неустойчивым.

Вывод. Вышеизложенные результаты дают возможность сделать сле
дующий вывод, относящийся к устойчивости несжимаемого стержня, кото
рый помещен без трения между двумя абсолютно жесткими стенками н к бо
ковой поверхности которого приложено равномерное давление. Вывод за
ключается в том. что состояние равновесия будет устойчивым, если к боко
вой поверхности давление приложено в виде «следящей нагрузки, и неус
тойчивым. если к боковой поверхности давление приложено 8 виде «мерт- 
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ион- нагрузки. В последнем случае для тонкого стержня критическая на
грузка приблизительно в два раза меньше эйлеровой силы при осевом 
сжатии.
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Ս. մ ф ո փ ո I մ

Աշխատանքում հետազոտված Լ չսեղմվող ձողի կա յունությռւնը, երբ ձողը 
\.nuAty շփման տեղավորված է երկս։ բացարձակ կոշտ պասւերի միջև ե նրա 
կար: նայ [էն մակերես։ յ[1 ին կիրառված Լ Հավասարաչափ ճնշում։ Արդյունք- 
հերը ստացված են ընդհանուր տեսքով եռաչափ ղծայնացված կայոլնոլք}յան 
ւսեւէուիյունների համար վերջավոր ե փոքր նախակրիսւիկակւսն դէմիորմ ացիա- 
ների դեպքում։ Ապացուցված է, որ ավ'ասարակ >։։։։։[)յան վիճակը կչինի կա
յուն, եթե կողմնային մակեր1ւէէէյ[1ի վրա կիրառված ճնշումը (փնի էէհետեող . 
րեոնավրրման տեսքով, ե անկայուն, եթե կողմնային մակերևւււյթի վրա կի
րառված Հնչումը չինի էէս եոած^ բեռնավորման տեսքով։ Վերջին դեպքում, 
>}Ոէյց է տրված, որ րարակ ձողի համար, կրիտիկական բեռնավորումը մո
տավորապես եյ/կսէ անդամ փոքր [ կյլեր / ան ումից առանցքային սեղման 
դեպքում ։

ON STABILITY OF AN INCOMPRESSIBLE BAR UNDER 
UNIFORM LATERAL PRESSURE

Л. N. GOOZ, A. V. NAVOYAN

S и rn m а г у

The stability of an incompressible bar placed between two abso
lutely rigid walls, its lateral surface being under uniform pressure, is 
examined. The results are obtained in general form for three-dimensio
nal linearized theories of stability for finite and small critical defor
mations. It is proved that the equilibrium is stable when compressive 
forces arc of „following“ type and is unstable when the forces are of 
„nonfollowing“ (dead) type. In the latter case for a slender bar the 
value of critical forces are about twice as lower comparing to Eyler’s 
forces in the axial compression.
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