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3. А. МАРТИРОСЯНО ДВУХ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ КРУГЛЫХ УПРУГИХ ЦИЛИНДРОВ КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫОсесимметричные контактные задачи с определением площади контах-1' та для однородного цилиндра и жестких штампов исследовались в работах1 [5—7] и др. Контактные задачи с определением области контакта для слу-1 чаев двух контактируемых тел. когда одно из них или оба имеют неограни­ченные размеры, рассмотрены в работах |8—221 и др. Определение области]контакта между двумя упругими конечными телами мэ различных материа­лов исследовано в работах [23, 24] и др. Контактная задача для двух ци­линдров при учете переменного коэффициента сцепления рассмотрена в ра­боте [25], где изучен характер распределения контактных напряжений.

В настоящей работе рассматриваются две ос с с и м л։ стр и ч и ы е за да ч к тео­рии упругости для двух цилиндров с различными упругими свойствами.имеющих конечные длины и одинаковые диаметры, которые контактироэа- ны между собой торцами при сжимающем внешней торцевой нагрузке. Н։ боковых поверхностях цилиндров нормальные перемещения и касательные напряжения равны нулю. Контакт между цилиндрами принимается глад­ким. то есть без сцепления, а зона контакта двух цилиндров считается неиз­вестной и определяется в процессе решения задачи. Осесимметричная ежи-1 мающая нагрузка берется таким образом, что образуется контактная об­ласть в виде круга. Решения рассматриваемых задач представляются в виде рядов Фурье-Дини, при этом для коэффициентов этих рядов получены пар­ные ряды-уравнения, содержащие функции Бесселя. Далее, следуя [4, 5], определение искомых коэффициентов сводится к решению квазн-вполпе регулярных бесконечных систем, свободные члены которых стремятся к ну­лю. Окончательные выражения для контактных напряжений получены с вы­деленной особенностью. Для конкретных внешней нагрузки и размеров составляющих цилиндров вычислены размеры контакта и напряжения н» контактных и боковых поверхностях цилиндров.1. Пусть два цилиндра конечной длины и одинакового диаметра, изго­товленные из различных материалов, прижимаются по торцам друг к другу (фиг. 1). На других торцах цилиндров приложена осесимметричная сжи­мающая нагрузка таким образом, что образуется контактная область в ви­де круга. Сцепление на поверхности контакта отсутствует. На боковой по­верхности цилиндров нормальные перемещения и касательные напряжения равны нулю.В дальнейшем все величины, относящиеся к левому цилиндру, отмечать индексом 1, а к правому индексом 2.Граничные условия рассматриваемой осесимметричной задачи 
будем
имеютвид
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I — р. О < г < «I 00М--= 11 =^М-Уа?7Р(М (1.1)( 0 а < г <՜ /?) Ь1-W(r, Z,) = 0 (1.2)Ч2(Лг)=о «<•)(/?, г) = о (1.3)Из условия контакта имеем

^(г, 0) = <^(г, 0) -<Jf>(r, 0) = т<2>(г, 0) (1.4)
пШ(г, 0) = -и™(г, 0) 0<г<с (1.5)3(;>(г, О) = о с<г</? (1.6)где 1, - длины, R — радиус цилиндров, Jn lx) —функция Бесселя дей­ствительного аргумента первого рода, а 'Лк — положительные корни уравнения (fU/?) — U, расположенные в порядке возрастания (/ — 1,2).Решение задачи сводится к нахождению функций Ляпа Ф ' (/-, z), ко­торые удовлетворяют бигармоннческому уравнению [2]д-’Ф«> = + А+ ^.\ г) = ° (1.7)

\ Or' г дг dz'Jграничным условиям (1.1 — 1.3) и условиям контакта (1.4— 1.6).Напряжения и перемещения выражаются через функцию Ф՝"(г, г)следующим образом [2]:
о<О =
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где (7, —модули сдвига, а ^—коэффициенты Пуассона.Решения уравнении ( 1.7) ищем в следующем виде [ I]:
Ф։о (г, 2) -= z (R, Z- 4- С, г) + У (Д՛1 sh -t- ВТ ell 3« + 1—14- CP^Z sh ?A.Z + ch 3^Z) y0 (3fcr) (1.9)
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Удовлетворяя условиям (1.1—1.6), согласно ( 1.8) получаем

й ■ В‘՜ 6(1-7,)
«V’ —27(с1Л

сГ’= - $1» Ра-/? с!1 Ра/г — /к!, у , яй 4՜ ^к1; с!ч '^к1( 
&[зКЫ-&£] * ՛’ Й(зЬ=ЙЛ Й/?) (1.101

/УО _ 5Ь- Ра-// х За// бИ (/)Й(з^ЪА֊Й/?) к Й(зЬ^а-// Й/;)Здесь неизвестные коэффициенты Хь определяются из следующих пары рядов-уравнений по функциям Бесселя:
.У, + V (1 + Мл) ֊֊ /о(М = Е 1ШМА=1 рй А--=1 0<г<с (1.11)«!? ^^а/о(Раг»=О с<г<А‘

к—1где введены обозначения
(1-2^)0,4-671 -2у2)С£1->х4֊О(1-м (1.12)

Л/4 = 7Л/1]) + (։֊«)^я <2л:=«Р1”а1” (1-։)/>4|о?>

М’= 511^Л(сЬ^//-8ЬМ») й/.(1 гМ/)
5ь;ад-з֊/;

р!Л, зЬ ". сЬ 3^.', рл.зь։м,— ^й) (1.13)
1֊ у.а = -------------------*----------1 — у, ֊г 6՜ (1 — у2)Приведем парные ряды-уравнения всстиые Хк ищем в виде

ск бесконечной системе 14, 5]. Нсиз-
<8 г֊?՛2 /214 1?\ (А — 0> Ъ 2,- ) (1-14)(Рас) /о (?ал) т֊^»
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Подставляя (1.14) во второе уравнение (1.11) и пользуясь разложением

(с5 - Г/(г) = ։>5+т

г 12 (Л (М

А-и
(з : 1, 2,...)

О
О

с

(1.15)
получим

I |. ла()-6..1ип֊ 0 (5е4-о (рлс) = 0)
ь0 = |/2 г(3/2)4։)= |/ 2-4’

Подставляя (1.14) и первое уравнение (1.11), затем умножая
г

(1.16)
получен-ное соотношение на г(с՜ —гг) 5, 5 4- 1

£
далее инте*грцруя по г в пределах от 0 до с и используя значение интегралас

(1.18)где Г(х) гамма-функция, /"’(а, 3, л) гипергеометрическиЙ ряд.Выражение (1.18) представляет собой бесконечную систему алгебраи­ческих уравнений первого рода относительно Ьт.1Ьльзуясь значением ряда2 й ■ ■ -1 * ■ -■> _ 0,я< I
СЮ

.!. I)՞’՜4 I (у) ЗяЫ.2 А I 2»! +1/2 (СУ) (Ы9)о
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бесконечную систему (1.18) приводим к лидуОО6.= У а,т Ьт 4- <!. (’Ж

л։ — 0где введены обозначения
(֊1Г ’2(4։+1) Г 1 г'"+1'։\ Я ) ։.нв^ д )

---------------------- г.------------- -- ]---------------------- УЩ---------------------’ 1 о-------------------------- |
- 2 (4։ +1) У Л-1 ГдУоС/лЛ)

<1. ֊• 2 (4։ (- 1) /с У ֊^=- Л,+1Л (₽»с) (1.22)
З/п« —символ Кронекера, /„ (.г). А» (х) — функции Бесселя от мни­мого аргумента соответственно первого и второго рода.Покажем, что сумма модулей коэффициентов бесконечной системы (1.20) при возрастании 5 стремится к нулю, то есть

+ 1։т 2(45 + 1)„У УI Л,■ (М | ֊ о (1.23)
Для первого члена ( 1.23) получим оценкуСО2(45 |-1) Г

2» I-1/2
т ֊-О

2т 12

2(45-1)
4։ -1,'2 2т-I

О

0

= 21^1^77 (1.24)- 3 у/Лу) -։+1л А’/ Ч те/ 2 R ՝!оИнтеграл (1.24) сходится абсолютно и равномерно по параметру 5 и, следо­вательно. выражение (1.24) является ограниченной функцией от 5.



О двух контактных задачах для упругих цилиндров конечной длины 41Для больших значений 5 имеем [3]
(1.25)

следовательно, интеграл, входящий в (1.24). при возрастании 5 стремится к нулю.Аналогично можно доказать, что второй член выражения (1.23) стре­мится к нулю при возрастании к, откуда следует, что система ( 1.20) квази- вполне регулярна.Из (1;22) видно, что свободные члены </« также стремятся к нулю яри 5 -> оо.После решения бесконечной системы ( 1.20) из первого уравнения ( 1.11) ври фиксированном / определяется уо.Значении второго ряда системы ( 1.11) в области 0 г < с представ­ляет собой контактное напряжение, а значение первого ряда в области I < г <. R — перемещение вне контакта.Подставив значение Аь по формуле (1.14) во второй ряд (1.11) и пользуясь формулой ( 1.15), для контактного нормального напряжения по­лучим следующее выражение: О с \ г Rл_ 1<2 /и 4-1/2, 1------ у Ьт------- -------------------------------/2 с £о Г(/н4-1/2) (1.26)
Коэффициент при особенности 1 с" г'՝ в формуле (1.26) в окрест­ности г — с имеет вид

(1.27)
Вопрос определения размера площади контакта связан с исследовани­ем нормального контактного напряжения с определением его величины и знака.На основании (1.26) .(1.20) и (1.13) приходим к выводам, что если «'?' = и /| — то размеры области контакта не зависят от интенсив­ности внешней нагрузки и от свойств материалов.2. Рассмотрим теперь аналогичную задачу, когда нормальные переме­щения на одном из торцов цилиндра равны нулю, а остальные граничные условия контакта остаются без изменений. Принимается, что нулевые нор­мальные перемещения относятся к левому цилиндру, то есть отмечаются индексом 1.
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Граничные условия задачи имеют вид

Ч” (<-. 1=) = + Е а?1/» (М (2-1)
42 (п *)=<> (2.2):/,) = 0 (2.8П•<2 (Я. Z) = о, и» (Я, г) = О (2.4)Условия контакта ( 1.4— 1.6) остаются без изменения.Напряжения и перемещения представляются в виде (1.8). а функции Ляна - в виде ( 1.9).Удовлетворяя условиям (2 1 2.4) и (1.4— 1.6). при помощи (1.8)получаем

С^-31^ (2.5)
q(I) ___________ sh՜ fyly___________Хкsh .3*4 ch 3*4 4- РЖ fyl. о , . о , v (2.6)_ ____sh |'*/: ch р*/г _ Xk* ■ sh?*4ch₽*4 4-^-4 Й

Коэффициенты В,-, А'р, B[՜՛, С?՛, D\՜՛, /Г*1, B՝£՛ находим из со­отношении (1.10). Неизвестные коэффициенты Л* определяются из решения парных рядов (1.11), где
м«) = — sl> (ch ^Z| ~ sh t՝1՝) + Р' п - О (2.7) sh ch р*/, 4 '3*/1а Л/*՛’, Р\՜', и л даны формулами (1.13).Представляя выражение А* в виде (1.14). аналогичным образом по­лучаем для определения коэффициентов /л„ квази-вполне регулярную систему бесконечных линейных алгебраических уравнений типа (1.20), где

и^= -2(4x4 1)VJ _ я sh р*4 (ch р*/1 - sh р*4) 4- ?*4 sh р*/։ ch 3*/։ 4- 3*/։sn 3*4 (ch ;>*/.j — sh fy-lA -- Л-/? (1 4- Л-'4 shs3*4֊&£
.z J‘2i+j ■.>(/<<■) J(?*c)x КЛ’(Зл/?)

( irl։2(4s4-l)f К / 2’+։4 r) ,-------------------------------I------------------------- —— ---------------------- dy (2.0)
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Л - 2рс (4»+1)5 (1 ■ «) У8 У^’А.. ,В (М (2-9)у* (51։* рл/г — \>к12)После решения бесконечной системы аналогичным образом определим У., а при помощи (2.5) С .Контактное нормальное напряжение определится по формуле (1.26). а коэффициент особенности — по (1.27).3, Чцеленные примеры.а) В качестве примера рассмотрим два цилиндра одинаковой длины я одинакового диаметра, которые прижимаются но горцам друг к другу без сцепления. На торцах цилиндров приложены равномерно распределенные нормальные нагрузки (фиг. I)И ='/> (г.1. ) | ' "Ри °<'<“ (3.1)I. О при а \ гВ атом случае размеры контакта не зависят от свойств материалов.При этих условиях имеем
= = = ау. = ^ = а. = - (3.2)
После удовлетворения граничных условий и условий контакта для опре­деления коэффициентов Ь„. получим систему бесконечных линейных ал­гебраических уравнений типа (1.20), гдебЬ Ы(сЬ М֊бЬ М) ֊ МП + М

_ ей?,/ -3,/сЬ^/Л 3ИяЬ\3А./ - № ак
(3.3)
(3.4)

График зависимости площади контакта от длины цилиндров для значе­ний = 0.125 и 0.25 показан на фиг. 2.№&Распределение нормального контактного напряжения при различных значениях / и и показано на фиг. 3 и 4.Зависимость длины цилиндров (•') от размера участка приложения на­грузки (а) при условии, что цилиндры остаются в контакте по всей площа­ди (с = /?), приведена на фиг. 5.6) Рассмотрим теперь случай, когда нормальные перемещении на одном из цилиндров равны нулю, а остальные граничные условия и условия кон­такта совпадают с условиями первой задачи.При этих условиях имеем
а(|| = аП1_. А а(21_____—о а(2) ֊ аг =(3 5)
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Для определения коэффициентов 6« аналогичным образом получин систему бесконечных линейных алгебраических гдеЛА и (Д. определяются по формуле (1.13). уравнений типа (1.20).

В этом случае при 6 — А размеры контакта зависят от свойств мате­риалов.График зависимости площади контакта от длины цилиндров (/։ = /.•) для значений — ֊ 0.125 при Оя=0: 0.25; 0.5; 0.75; 1 показан па фиг. 6.Если а = 0. то напряженное состояние в двух задачах совпадает.При полном контакте (с = R) и отсутствии особенности напряженийна крае контакта зависимости между длиной цилиндров и а При =0.125; А0.25 показаны »га фиг. 7.
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Распределение нормального напряжения па боковой поверх­ности г = 7? при значениях / 0.1 R, а -0.125 R, V. -■֊ 0.01; 0.49 по­казаны на фиг. 8.
Ереванский ноли.-схкн’геский институт 

им. К. Маркса Поступила 24 XI 1977

Ջ. Ա. ՄԱՐՏԻՐ Ո В ՅԱՆ

ՎԵՐՋԱՎՈՐ ԵՐԿԱՐՈՒԹՅԱՆ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ԿԼՈՐ ԳԼԱՆՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ ԵՐԿՈՒ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆԱ մ էի ո ւի ո I ։ք
Դիտարկվում է Հսսկատներով հպված, ուարբնր աոտձ զական հատկւս֊ 

•Iյէէւններ և միևնույն տրամագծեր ունեցող երկու շրշանալին գլանների առա- 
Փողականով) լան ւոեոության երկու սսւանց րաոիմ ոտրիկ խնդիրներ։ Նորմա} 
տեղափոխումները և շոշափող լարումները զլանային մակերևույթների վրա 
Հ-ովԱէսար են գրուի.՝ Գրսնների կոնտակտի ո՚/էր՚էէլքքր ընդունվում Լ անհայտ 
և որոշվում Լ իէն դիրն եր ի լուծման րնթացրումէ
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— -Г --- - ■ --- — —

Խնդիրների /т Ժ п ւ մն /. րր ն ե ր կաfin у վո ւ if են 3> tn ր յե ֊Դ ին ի ի շարբերի մի- I 
հոըովւ //■/»/ շարրերի գործակիցների որոշման Համար ստացված են գհւրյ 
շարքեր֊հավասարումներ, որոնց պարունակում են (•եսսեյի ֆ ո ւ ն կ у ի սւն ե р ր 1 
^ույգ շարրեր-հավտսարումնհրի լուծ ամներր Հանդեցվա ծ են րվագի֊լիովին | 
ռեգուլյար գծային Հանրահաշվական Հավասարումների անվերջ սիստեմների 
I tti ծմ ան ր, որոնց աղսէա անդամները ձգտում են գրսյիէ ներված թվային Օրի֊ 
նակներում որոշված են կոնտակտի տիրույթ(ւ չափերը և հաշված են նորմալ 
լարումները կոնտակտի տիրույթում և գլանային մակերևույթների վրւա

ON TWO CONTACT PROBLEMS FOR CIRCULAR ELASTIC CYLINDERS OF FINITE LENGTH
Z. A. MARTIROSIANS u m in aryTwo axisymmetric problems is the elasticity theory for two cy­linders of finite length and equal diameters, with different elastic pro­perties contacted to each other on the butts under external compres­sive butt loads arc considered. On the lateral surfaces of the cylinders the normal displacements and shear stresses are equal to zero. The contact between the cylinders is assumed to be smooth. The contact zone is unknown and is to be determined in solving the problems. The solutions are presented as Fourier-Dini's series. To determine the coef­ficients of these series the dual series-equations, containing Bessel’s functions, are obtained. The dual series-equations are reduced to ihp solution of a quasi-quite regular infinite system of linear equations with free terms tending to zero. For the specified external load and dimen­sions of the cylinders the contact dimensions and stresses on the con­tact and cylindrical surfaces arc calculated.
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