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О НЕКОТОРЫХ СИСТЕМАХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ПЕРВОГО РОДА. ВСТРЕЧАЮЩИХСЯ В ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКЕ

I. Описание системы интегральных уравнении. Некоторые краевые за­
дачи теории упругости и математической физики со смешанными граничны­
ми условиями сводятся к системе интегральных уравнений первого рода на 
отрезке

ь
( <'(х, у) о (у) <հյ = и (х),

л
В Հ а < Л- < Ь < Т (1.1)

где

* (х, у) = 5(т]я, х) К (Հ) Տ(րէո, у) С 1 (7}л)

1) — }о(х) — ф 6(х)9(та х) = гг(т>)Цт1, х) (1.4)
I г/х I

В)+*£>О'(Ъ #)=0 (1.5)

«7)0(-9. Т’)+^,0'(-9> Г) = 0, гг('б)-Т-С2 (1.6)

2) ■ х) = п-(>?)Л(-6. X) (1.7)
с/х I

В) + ^/Г(-<, В) -О 

^(■^ 7’) 4-^(9, Г) = о

л^։

К(х)
Лп (х) А12 (х) \ 
^(х) /^(х)/

5(7.
/9(7, х) 0\ 
\ О Л (7, х)/

(1.2)

(1.3)

Здесь о(у) — неизвестная вектор-функция, как правило, линейно свя­
занная с контактными напряжениями, н(у) известная на («, 5) вектор- 
функция, характеризующая перемещения в области контакта.

Случай одного интегрального уравнения подобного рода исследовался 
в работах [1—3].

Предполагается, что функции 9(у(п, х) и А(\,, х) (п = 1, 2,...) явля­
ются собственными функциями соответственно следующих задач Штурма- 
Лиувилля:

(1.8)

(1.9)



21О некоторых системах интегральных уравнении первого рода

Пусть спектры обеих задач дискретны, совпадают и состоят из точек т?„ 
('} = I, 2....) и пусть имеют место следующие соотношения:

|6(г«к» x)G(Tjn, х) dx = ъпК, А(^, х) Л (т1п, X) dx = п’(^) (1Л0)

X в
•

Здесь —символ Кронекера.
Различные условия, при которых имеют место вышеприведенные свой­

ства функций 6(>yJA-» х) и А(г1дг, лI, рассмотрены, например, в [4, 5].
Предполагается, что <՝(х) принадлежит классу вектор-функцнй таких, 

что их компоненты допускают разложения в ряды соответственно по 
*) и Л(т/К, х).

Пусть существуют функции л(.\) и ц(х) такие, что 
I 

а(х) s (х), q (л-) = >.« (х) — / (л ) л (х) — р (х) >/ (х)

Их)-г(х)֊Их)«'(х) р(х) /'(х) р(х)|‘"(х) (1.11)

А (Ъ х) = а (х) б (г„ х) — [«(х) 0 (тн к)]'

п (ъ) б (г6 х) = /• (х) А (//, х) -Ь Iх (х) А (?й х) (1.12)

Обозначим х(1], х) и ш(т), х) соответственно решения уравнении (1.4) 
и ( 1.7). линейно пезаписи.мые с 0(г|, х) и А(ч). х) и связанные теми же ре­
куррентными соотношениями (1.12). что и 0()], х) с A(q, х).

Относительно функций К--.(и). Kjjfw), Ку.(и). и~(и) Кп(и), 
предположит.։, что они целые, четные или нечетные одновременно.

Введем функцию

△ (</) = n2(?/)det /С(п)

Пусть на вещественной оси имеет место, асимптотика

К-и (и) G՜ ‘ (и) — п" (и) Агг («) G \и) С]«!՜1-}-О( w|՜՜՜՛)

Х«(»)<Г,(«) = В|иГ։Ч-О(|пГл-) (/ Д Сг-В=>0, ։>0 (1.13) 

и —• + со 

а в комплексной плоскости существуют правильные системы кон гурон 
(Ся} и |'Сд[ [6], иа которых выполняются оценки

] Kij (н) (7՜1 (и) | М\ и |՜и^Са, М = const

~ = 1 при 7 ~ j — 1; 7 ='1 при 7֊^/; 7 3 при i = j — 2

| Kt, {if) G (и') Д '{и) | ^Л7| и' I , u^C„

z — 1 при 7 = j 1; ■/ = 0 при i^՜ j-, /. 1 при 7 -- j = 2 (1.14)

Тогда оцененные функции допускают разложения в ряды по простей­
шим дробям [6]. Предположим, что эти ряды сходятся абсолютно.



22 В. Л Бабешко. В. Е Векслер

Пусть нули функций (3(и) и ;\(и) простые. Ввиду (1.13) на действи­
тельной осн их число может быть лишь конечным. Обозначим /-л- и рл- 
(К — 1, 2....) нули соответственно Д(й) и б(и), лежащие в верхней полу­
плоскости или на положительной полуоси.

2. Разрешимость и единственность. Определим пространство Н. [В, Т) 
как множество вектор-функцнй ц(и) таких, что

<»
Ч Т) = £ \Мп ч’„ г < оо 

п =1
г
\ й„(х)д(х)<1х

где

1 /С В\ 
р с/

(2.1)

х) О
(2.2)

/7 - соп$1

Введем пространство II (а, Ь} как совокупность сужений на (а, 6) 
обобщенных вектор-функцнй из Н (В, Т). В пространстве /7>.(о, Ь) 
вводится норма

। <7 1//х(а, Л) “ ,п^ • (О. 7) (2^1

1п( берется по всем вектор-функциям с/г £ /7.. (В, ’Г), сужение которых 
на (а, Ь) совпадает с д.

Обозначим через Со (а, 6) множество всех бесконечно дифференциру­
емых вектор-функцнй, рапных пулю вне компактных подмножеств в (с. Ь).

Пространство Н (а, 6) определим как замыкание множества 
С? (а, 6) в норме 1'։11//л(В| ту

Норма элемента д£Н, (а, Ь) совпадаете его нормой в Н. (В, Т).
Введенные пространства заимствованы из [7], где изучены их свой­

ства.
Указанные в пункте 1 свойства системы интегральных уравнений обес­

печивают выполнение следующих теорем.
Теорема 2.1. Пусть Кп (?1п) С՜1 (г։Д >0, Д (^) в 1 (т^)> 0, 

(п - 1, 2,...). Тогда система (1.1) однозначно разрешима в /7֊о=(а, Ь) 
при любой правок части, принадлежащей 11}=, (а, Ь).

3. Преобразование ядра системы. Преобразуем ядро системы инте­
гральных уравнений. Для этого разложим функции К1} -{г) 6՛՜՛ (г) 
(7=1, у — 1; 7 1, / = 2: 7 = 2. у — 1), (г) п (г) (I 1 (±) на простей­
шие дроби [6] и подставим в (1.1). Поменяв местами порядок сумма՜ 
рования и вычислив внутренние ряды, получаем
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к (л-, у) ֊ — 2
К ։ К ' ®։2 ( 'V, у, х)

1Г^?։2( IV, X, ։/)\ & 

т'гз (IV» х> у)

Здесь

^5 = ^,/(1^,) [6’’(!^)] ‘ (' = /= 1 или / (3.2)

И = ЛГ=г(։*л->«’ад [ с՛ адг1 <3-3)
9п (1, х,

<?-(ъ

= Мм •кЖ'Ь У>. х>У 
1т (Ь .0Ш х), х<у

«■"(■;) г ('Ь х)^(7, у), х>г/ 
Яъ х)/(Ъ у), х<у

/(Ъ х)я(7, у)> х>у 
/(".• У) #(Ъ х), х< у

(3.4)

(3.5)

?(>, х) = А [/.(к, х)֊/(7’)0(Х>х)]

'?(>, х) Л-’С^ХР., х)֊/(В)&(/., хД

/ (X, х) =-- А [лп (л, .г) 5 ( Т) Л (к, х)1

# (к, х) = А՜1 [/и (к, х) — «(В) К (>., х)]

где А — произвольная постоянная.

■/(/) = [х!։)Х(л, /)֊Ь7.Рх7а, /)][а!1,е(>., О-ь^&'О֊, ОГ

5(0 = [Й։>т (), /) + (к. /)][;<}Л (А, 0 4- Й27г (л, /)]■1

С,= (а(х)Г <7.(л, х), 0(л, х) >[■/.(£) ֊ЧП]՜1

С5 = 1а (х) Г ( т (/., х), Л (л, х) > [я (В) - 5 (Г)]}՜1

Здесь № < ..> означает вронскиан, в котором дифференцирование 
проводится по второму параметру. Ввиду известных свойств вронскиана 
Сз и С5 — постоянные.

2^) 1
*(В) *(Т) '

с, =

4. Сведение спсте.у.ы имте?р«льных уравнений к бесконечной алгебраи­
ческой системе. Пусть элементы вектор-фуикции и(х) допускают представ­
ление в виде рядов соответственно но Чч՛’ л) 11 V՜’ х)- Тогда доста­
точно ограничиться правой частью системы (1.1) вида

хС(а, Ь) (4.1)
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Продолжил: правую часть системы (1.1) па весь отрезок (В. 7) некото­
рой неизвестной вектор-функцией. Тогда, обращая уравнение ( 1.1) и ис­
пользуя преобразование, аналогичное описанному в пункте 3. получим сле­
дующее представление решения системы ( 1.1):

/ « (*]) 6 С՜*!» *) + У <”«(' "• х) + У х)\

= (х) = 4.2)1
| оо оо '

\ х) + 2x1,’)/(>.„. х) + £ х)/
п — 1 н =1

’Ь) = СМ Д֊> (,;) п~֊ М[К22 М - Кк (ч)]
(4 3)

2(т.) = 6’(л)Д-։Ь)[^1(т.)֊.А'11(г))1

х՛'', х^, у՝;1 (п — 1, 2,...) неизвестные постоянные, между ко­
торыми имеют место следующие соотношения:

+ пЧ'") км*? -*= о
хя(Ч0?’+едь.)»?’=о (4֊4)

Подставим (4.2) в уравнение (1.1) с ядром (3.1) и произведем инте­
грирование. После приравнивания коэффициентов при ? (*л, л՜), ?('«» х/> 
/{'», л), £՛('«> л') с учетом (4.4) получаем следующие равенства, выполне­
ние которых является достаточным условием того, что ясктор-функцня (4.2) 
является решением уравнения (1.1)

< Ь), ?(рл,, А) ՛ —

- А)> 
п’(/֊х) Л.22 (>.5)

Х(? +

“ гХл(|»,)
+ 2 т-ТТ 6)1 ?(^֊ 6) -

*>« *) > 1УЙ՝
Ай (М ।

К а (МГТи\ *(*•<) ՛ А>- ?(|1Х֊ 4) > - ₽<’•> *)>/^К֊ *)> М
74 а \> .<՛

ос

V
5-1

А/Н։^) ,
—; ? ՝ л «2(11АГ)^.2(’^)

а)» 'И11ло а) > —

4(^)
п; (>.$) К22 (/..у)

</0л а), у(рк, а)> 4>4-
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< у (>-л а), V (“А., а)>-

\ < S ('*> a), g о) > 
<*22 \**S)

•<л (рА-) а U) 
К« (l\-) п‘ (!lJ «). ? (нк. a) —Ph) /։ (<,«), g(а) (4.6)

</(!,«), А(2, «))= (г-рТУ(а) /(7, а) ■ -

_А(3,а)^А)
da

։ = 1, 2; А = 1, 2. 3,... (4.7)

Будем рассматривать равенства (4.5) (4.6) как бесконечную систе­
му линейных алгебраических уравнений для определения х’,1' и у^՝. С 
помощью бесконечных матриц и векторов система (4.5) ֊ (4.6) записывает­
ся в виде

Buy -тВпх =Di (4.8)

By, у тВ&х - В-2 (4.9)

Элементы строк матриц Ви, В<\ совпадают с коэффициентами при 
У к соответственно в (4.5) и (4.6), причем для нечетных строк г = 1. для 

четных i = 2. Аналогично определяются и матрицы В\2 и В;;.
Предположим, что имеет место асимптотика

х) l֊s?(l‘s. х) .
------&~ = p-----ЙТ)-----П + О<5> ))

I = ,
Ох р (.v) L — ՝

р = const; S, АГ» 1 (4.10)

Разделим строки системы (4.8) на />(|\ ՜ ^’) !l(^) г (b;> 6), а 

строки системы (4.9) на p(JV՜՜ Q՜ ’4«) ?(llA-> о) и сделаем замену

= а)*<Л Уз = •?С^, 6) у^ (4.11)

Преобразованную систему обозначим

Яп/+ ^12Л'=< (4.12)

(4-13)

Исследование асимптотики элементов матриц В,, и В:: при 5'. >-оо 
позволяет расщепить каждую из матриц Вп и В22 на две

Вп = .4 Ь Сп, В.֊. = А 4- Сй (4.14)
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где матрица А (ак$) »«еет элементы

/ ('•«$) \ .. . 1С,
“’л'-։-5 \^-С)К,,^к) (4Л5)

/ Ла ад Л։1(М ........
“г'-՛-՝՝՝ \(|*А.-С)К~ад ' (ТГ^Хйм/’՝-5՜1*«) (4Лб)

5. Обращение матрицы А. Построим матрицу А 1 ~ (х/у) та­
кую, что А-А 1 = Л !-Д — / (/ единичная матрица). Для построе­
ния матрицы А 1 в случае отсутствия действительных >.у и рл. рас­

смотрим следующую систему интегральных уравнений на полуоси:
ОО
(л(х—£)?(?) </1 = /(х), 0<х<> (5.1)

О

где
со

Л(х)= [Н(«)(Г|(В)։‘"Й (5.2)

■ ОС

\(ы 4- С) А21 (и) п- (и) Агэ («)/ \ ^{х /

ф(х) — неизвестная на (0. <*>) вектор-функция.
Решая (5.1) методом Винера-Хопфа [5] и заменяя все входящие в ре­

шение интегралы рядами по теории вычетов, получаем

°°
9 (л) У\Ск(1)е ' (5.4)

К—1

где вектор С%(Г) имеет вид

(5.5)

причем

М Й1 (/) 4- - С) АоДМ Ср (/) = О (5.6)

Здесь
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« (и) Д± (и) Л/՜1 (и)
/ «Ц («) «i2(«) 

«22 («)

Н(и) = Н+(и)Н- (и) (5.7)

б. (и), А (и), Н (и) результаты факторизации функций (г (и), Л (и) 
и матрицы Н(и) относительно вещественной оси [6].

Подставим решение в виде (5.4) в (5.1). Разложим ядро Н(и) в ряд 
по вычетам я произведем интегрирование. После приравнивания коэф­
фициентов при экспонентах, получаем следующие соотношения:

-2-[G'(MF’W %cK<j)—±— =(" W 
x-i \н/

5=1,2,... (5.8)

Заменив Ск} (I) через С’л’ ՛ (/) по формуле (5.6) и положив один раз

2H|t;֊ C)Ân(։9
/• •=--------------/^7 к-------- ’ JA — ОÛ (н.)

другой раз

■. К=0- И =------ GW-----

получаем, что элементы обратной справа к А матрицы А 3 
(А-А'՜1 = /) имеют вид

՝1,: ф)й+(|‘,)^-|*։)

f^ï2 (l1/) [«il (М «и (ï1/) Up ('s) (•*,)], К 25 — 1
I X (5.9)l(|A, т С) ^.>(j‘/) ia՜ (/..y) a£(ja,)4֊(•■s) a22 (^)j. K = 25

Равенство A -A = I проверяется непосредственно. Также непо­
средственной проверкой можно убедиться в том, что A ’’А Л՛ А 1 = / 
и в случае наличия действительных рА. и /-к, если факторизация про­
водилась относительно контура г, совпадающего с вещественной осью 
всюду, за исключением окрестностей действительных ;’А. и причем 
11А и /-к обходятся снизу, а —рА, и — —сверху.

6. Вырожденный случай. Некоторого упрощения удается добиться, если 
множество нулей функции G(ü) содержится в множестве нулей «рункцнн

Подобное распределение нулей G(՝d) и \(и) характерно для систем 
интегральных уравнений, к которым сводятся задачи, допускающие разде­
ление переменных.

Будем в дальнейшем под ‘ к подразумевать лишь тс нули \(и), ко­
торые не совпадают с нулями G(u).
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Общий вид решения (4.2). (4.3) и системы (4.5) н (4.6) остаются преж­
ними, но в каждом из систем (4.5). (4.6) К-ос уравнение для I = / экви­
валентно Л’-го.му уравнению для ։ = 2.

Таким образом, для определения х$’ и у У служат системы (4.5). (4.6) 
для ։ » 1.

Дальнейшие преобразования и замена (4.11) сохраняются. В итоге 
приходим к необходимости обратить матрицу

/ \ . .1
‘ и,- СКП(М / 4‘ <6,1)

Так же, как в предыдущем пункте, но с учетом условия, наложенного 
на нули функции б(и). получаем двустороннюю обратную к ?! матрицу 
.4 положив и (5.8)

2=п:(р/)^а(нД
О’(и,) . * и

Тогда, использовав матричное равенство

△ . (и) //_ (и) = и (и) Н(и)

получаем

(> х) [ой (УА) П - (Л/) - Оц (ил,) а~ (/■/)] 
'1К

7. Переход к операторным уравнениям второю рода. Построив матри­
цу А \ умножим уравнения (4.14) слева на матрицу' .4 ՝. В результате 
приходим к уравнениям второго родз в пространствах числовых последова­
тельностей

У 4֊ А ’1 Сп У 4֊ А “ = Д ’’с/:, X 4֊ А’’Вп У 4- А 1 СпХ = А՜'
(7.1)

Свойства уравнений (7.1) зависят от свойств матриц б’՜1 («)//(«) 
и 6Т1 (и) Н. (и}.

Введем пространство числовых последовательностей, убывающих с не­
сом К'. Обозначим его С(л). После введения нормы

С (У.) превращается в банахово пространство [ 10].
Теорема 7.1. Пусть и условиях вырожденного случая имеют место 

оценки (4.10) и пусть, кроме тою. выполняются следующие асимптотичес­
кие оценки при 5. К — оо:

а)
/5 аЛ7 4 6։ 0(5 ), — аК։ г /л О(Л'
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б)
I “՚ճտճ Ր(1 + Օ(1)), -S4I-I Ô(D)

△- ('֊.î)
в)

Հւ [(-Ч ֊ С) Kn (xs) Г1 = О (1 ), 1m .րճ. » 1, = |»,

Тогда матрицы A 1О11Г А'՝СП, А~'ВУ.> А'В.Л порождают вполне 
непрерывные операторы в пространствах С(з) (0<Հյ<Հ0.5).

8. При меры
а) Симметричные или антисимметричные колебания двух штампов на 

параллельных поверхностях упругого прямоугольника. В этом случае

?("[> х) -/ (՝;) cos Հ.Հ, /{՛;, х) т(-;}Ап-,х

։
А., հո{հ) определяются из граничных условий на торцах.

б) Осесимметричная задача о колебаниях штампов, приклеенных к про- 
нвоположным основаниям упругого цилиндра конечной длины. Здесь

<?(Ն х) = I h) քԿ> *) = т(1) ./,(1, Հ)

Mï)i zn (7) определяются из граничных условий на боковой по­
верхности.

в) Осесимметричная задача о вибрации штампа на поверхности упру­
гой сферы со свободной или закрепленной внутренней поверхностью

х) = |'„Ч 0.5 Р. (х), /( Հ, х) = |/ո՜+0.5 /Հ” (х)

Во всех приведенных примерах распределение нулей функции G(u) и 
-V-՚Օ удовлетворяет условиям вырожденного случая.

1НИИ механики и прикладной математики
Ростовского государственного университета
Ростовским имжсксрно-стронтсльныи институт Поступила 20 VII 1977

Վ. Ա. ՈՍ.ՈԵ<*ԿՈ. Վ. հ. ՎԵԿՍԼհՐ

ԱՌԱՁԳԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՄԵՋ ԵՎ ՄԱԹԵՄԱՏԻԿԱԿԱՆ 
$Ի,9.ԻԿԱՅՈՒՄ ՀԱՆԴԻՊՈՂ ԱՈԱՋԻՆ ՍԵՌԻ ԻՆՏԵԳՐԱԼ

ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ՈՐՈՇ ՍԻՍՏԵՄՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ ։|։ п փ ում

Դիտարկվու մ է Շ տ ուրմ-Լիոլվիլի որոշ խն էլիրն հր ի լուծումներով նէրո- 
րւ::/քրվորլ կորիւլներոէէ հատվսւծի վր>“ աոաջին սևոի երկու ինէոհ էքրա[ հավա֊ 
սարումներից կազմված սիււտեմ. նման սիսաեմներր րնորոշ են աոաձզա- 
կանության տհւէուի րոն հ մ աքէե(է ա աիկական ֆիզիկա լի մի Հարը խաոը 
խնդիրների համար/ Սահմանվել են միակության և Լուծելիով)յան որոշ պայ-
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։iuAtiiLpt Mun!, ирш( > <ч'/inч<п (inи/Ъ 1‘С/։ tifiutttlitf ft [triAin if n pAfb/A/ !, ^Ulbpui- 

^nijif utljiMi *>u»tfuHUU(tHtii\ifipft uAiiflipc tiftnmliif ft: Ikpf uftuutbcfp Ifiut 1[1П11р(щш- 

tjftui(fi tflifhtqfi oqlinipfiuiJp nht(ni[iinpnigtfmtf l։:

ON SOME SYSTEMS OF INTEGRAL EQUATIONS OE THE 
FIRST KIND OCCURRING IN THE THEORY OF ELASTICITY 

AND IN MATHEMATICAL PHYSICS

V. A. BABESHKO. V. E. VEXLER
*

Sum m а г у

A system of two integral equations of the first kind on the length 
with kernels, described in the solutions for some problems of Sturm- 
-Liouville, is dealt with in the paper. Such systems are characteristic 
of a number of mixed problems in mathematical physics and the theory 
of elasticity in the case of complete separation of boundary conditions. 
Some conditions of solvability and uniqueness are given. The general 
type of solution is found. The solution to the system of integral 
equations is reduced to that for an infinite system of linear algebraic 
equations. The latter is regularized by the factorization method. A 
special case of distribution of kernel peculiarities in the system of in­
tegral equations is singled out permitting a substantial simplification of 
the infinite system.
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