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В. Т. АВАНЯН

К ТЕОРИИ УСТОЙЧИВОСТИ НА ЗАДАННОМ ИНТЕРВАЛЕ 
ВРЕМЕНИ (НЕАВТОНОМНАЯ СИСТЕМА)

1. В работе рассматривается задача об устойчивости неавтономной 
системы в следующей постановке [1].

Определение 1.1 Систему дифференциальных уравнении

4=^'-*> <։•»

1где

х)ес!?;1։(а «<*, |х||<£<«°); А'(/,о)=о

назовем устойчивой, если в заданном классе К'^С(С) матрица та­
кая, что при достаточно малом [<2>0 любое решение х {{), начальное 
значение х (/0) — х0 которого удовлетворяет условию

(С՜՛ О»)*.. (1.2)

для всех ( 2> /0 удовлетворяет условию

С-‘(()х(())<?" (1.3>

Под классом /С" подразумевается совокупность п X п-матр;:н 
G (/) (G\ (Z),... , G„(t)) над полем комплексных чисел, удовлетво­
ряющих на Д = [/©» °0) условиям: a) |detG(O! 7=0; б) эрмитова норма 
столбцов (УД/),..., Gn (/) совпадает с заданной положительной Функ­
цией ՝“(/): !<//</)! - МО О’ = 1..... л).

Определение 1.2. Система дифференциальных уравнений (1.11 
называется асимптотически устойчивой на (а, со), если: а) она устой­
чива на [а, сс); б) (а. «») 3> («о) ^>0» такое, что все ее решения 
v (/), удовлетворяющие условию (1.2), обладают свойством

lim||x(/)j = 0

Определение 1.3. Систему (1.1) назовем неустойчивой па (а. ос), ес\и

V (/(/)(; АТ, Г-^>0. и для некоторого /0£(а, ) 3 х (/) решение (хотя
бы одно) и момент /j /0 такие, что

(G՜1 (Zo) x?(G)» ՛ (G) ^?(G)) Ps

и
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Ниже приводятся некоторые условия устойчивости, неустойчивости и 
асимптотической устойчивости неавтономных систем в данной постановке, 
когда <։>(/) = const.

2. Рассмотрим систему

— = Л(/)х (2.1)
at

где Л(/)^ С[а, ) —ограниченная п ?< «-матрица, такая, что каж­
дое решение системы (2.1) ограничено на [а, о ). Построим матрицу 
А։.') = .¥(/) CZ(t). где Х(() — единственное решение матричного урав­
нения

А (О X ХЩ) = Е 
at

(£ —единичная матрица), С — (с։,.... сл) постоянная п X «-ма­
трица,

/ Л(й *W\
I Z(0 = ...diag(^-(.-> р^)

непрерывно дифференцируемая на [а, оо) диагональная матрица, 
... , 6Л (/) -непрерывно дифференцируемые на [а, со) веществен­

ные скалярные функции). При этом столбцы (/).........А"л(/) матрицы
А'(/) удовлетворяют условию || (0 1 “ ,։> на |а, эо) (/ 1, ... , «).

dZ
Если обозначить через \ (/) = — Z —-• то преобразование

x = K(t)y (2.2)

приводит уравнение (2.1) к диагональному виду

Mt) У (Л (О - diag (;.,(()......... >.„(<))) (2.3)
at

В соответствии с (2.2) и (2.3) имеем

I

X 0) к (Z) ехр А (х) d’y9 (у* = у (/0)) (2.4)

tu

Построим пучок решений уравнения (2.1), берущих начало внутри и на 
поверхности эллипсоида

(На% Но 'хоХГ-’ (2-5)

тдс Но — постоянная невырожденная «Хи-матрица. столбцы которой 
имеют эрмитову норму, равную со.
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Совокупность вектор-функцяй (2.4). ограниченная условием

(«Л». УоХр’ (2-Q

и определяет вышеуказанный пучок решений уравнения (2,1).
Подставлял значение у$ из (2.4) в (2.6). получим

х*(0В '(0х(/) О* (2.7)

где 

г |
5(/) - А'В)ехр|2 |кеЛ(-)^|к։(О ||

Матрицу В(1) представим в виде [2]:

НН* - В (2.8>|

где нее столбцы Л։ (/)........ А« (0 матрицы Н(1) имеют одну и ту же
эрмитову норму yf£[fn, «■). 

Полагая, что | Л/(/) | = % (0 и), получим

• я |ш* I
“*2(0 = —У ехр|2:л,(0(/-/п)| (29)

n S 

Здесь 

I
F,(0 = ~yj ReXjcft 

»»
Легко видеть, что «э0(/и) = <«, //(fc) =
I аким образом, вышеуказанный пучок решений уравнения (2.1) пред­

ставляется соотношением

(н '(0х(/). я-'сох։/»«?’ («€[/.. «>)) (2-ю)

Из вышеизложенного вытекает
Теорема 2.1. Если для всех

- 2 cxp[2;i. (f( (/-UK1 (2.11>

то система (2.1) устойчива.
Доказательство. Пусть для всех t >■ !. выполняется соотноше­

ние (2.11). Рассмотрим р -трубку

(С 'U)X, С '(Пх)^?’ (2.12)

tv • • '1
где G (/) -------- //(/), а Н (/) матрица, определенная из (2.8). Очс-

wo(/)
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видно (7(/) ' К-՝. Пусть х (/) 0 — какое-нибудь решение уравнения
(2.1), принадлежащее пучку (2.10). Тогда на [/0, о-) имеем, что

(6-՛(Ох’(О. О '(Ох (0)<֊^-У

Отсюда, так кал в силу (2.11) из (2.9) следует неравенство в>.,(0 С ’•> для 
всех I > то на [/0. 00) выполняется условие

(С-'(0х-(0. С ‘(Ох (0)<р։

а это означает, что решение ,г (/) для всех не покидает -трубку 

(2.12), то есть система (2.1) устойчива.

Теорема 2.2. Если в какой-нибудь точке /։ч(^<« х>) выполняется 
неравенство

—У еХр|2н(0>Р. -/.)!> 1 <2-13)
п , 1

то система (2.1) неустойчива.

Доказательство. Пусть в некоторой точке Л~(^. 00) выпол­
няется соотношение (2.13), тогда из (2.9) следует, что <оп(/,) >• (о, а при 
этом [3] какую бы р„,-трубку (2.12) ни взяли бы. всегда вне этой труб­
ки в момент /, окажутся некоторые из тех решений Х°(О системы (2.1), ко­
торые в начальный момент находились внутри или на поверхности эл­
липсоида. то есть

(б-'(^)х'(^). с, ‘(«х» ('<,))< Г 
а в

(С С ,(/1)х«(Л))>?։

•по и доказывает неустойчивость системы (2.1).

Теорема 2.3. Если на [(о.00)

р(/)< —6<0 ({*(/) = тахрД (2.14)

где ^--положительная постоянная, то система (2.1) асимптотически устой­
чива!

Доказательство. Так как при (2.14) выполняется неравенство 
(2.11). то система (2.1) устойчива.

Пусть теперь х"(0 ^0 произвольное решение уравнения (2.1) из 
пучка (2.10), которое удовлетворяет неравенству

с 1 (О ^ (/<>))< г
где м(0—некоторая матрица из класса К\.
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Докажем, что

limpx°(0|-0 (2Л5>
г-• ֊

В самом деле, из (2.4) имеем, что

։
Ix-(01 < KWJ- |ехр [ A(-.)rf:' • |у։] (2.16)

где

1^(0! = «4՜ п 
t

| exp Л (-){/- j< I лехр[ b (I — /0)]

В силу этого из (2.16) для всех имеем:

|л°(ОИ ' «»лехр|— b(t — /оУ|]«/оЗ 

откуда и следует (2.15).

Теорема 2.4. Если на [я. «-’) выполняются неравенства

I 

exp Sp .4 (т) d~ j > л?! 2> 0 (2.17)

а
I 

— 1՜ <-6<о (/ = 1.........п) (2-18)

/֊а.’ 
<1

где |1 (0 — все собственные значения эрмитово-симметризованнон мат­
рицы

Д"()) = -֊[Л(1) + Л*(0]

(матрица .1(1)—эрмитово-сопряженная матрица /1(0). то система (2.1) 
асимптотически устойчива.

Доказательство. В (2.2), где К(() — Х(/)С2(/), выберем

= »> <1։а§ Лтг—•.  ■ у—А

\алс!| |асяй/

Гогда (/) — элемент диагональной матрицы А в (2.3) определяется по 
формуле

*,(/) = — 1п(%с.| (0 = 1.........п) (2.19)
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В соответствии с (2.2) я (2.3) имеем, что

I 
х(1)- £(<)ехр (л(:)Л,/(а) (2.20)

•У

Матрицы X 1 и X. 1 существуют на [с, со).
Существование первого следует из формулы ретроградского—Лиувилля в 
силу (2.17), второго из ограниченности на [а, то) каждого решения си­
стемы (2.1).

Значит, на |а, ) матрица К՜՜ (!) также существует, а функция

Ир, X) (Л' ’(Ох. А'՜’(Ох) Ы

является положительно определенной. Ее производная по / представляется 
в виде

֊֊--ъ 1л1‘ (2-2П
а-1 

(у,— элемент столбцевой матрицы у).

Интегрируя (2.21) вдоль решения уравнения (2.1), получим

И (6 л) - I/(а, л* (а)) + [ 22ч ՛ ։/в|*Л

Из уравнения (2.3) имеем, что

</г/. -£=^. . ........................ ..

откуда получим

1x7. Г“* ехр (2ч^-|#в(а)|*

Поэтому

И(/,х) У(а, л (а))

«I

!&(«) Г 

Я^(а)Г
(2.221-

Из (2.19) сс) следует неравенство

(2.23)

где (/) и рпл։ (/) —соответственно минимальные и максимальные 

собственные значения матрицы А!! ({).
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На основании условия (2.18) из (2.23) следует, что на [«. со) 
няется неравенство

— 6<0 (<. = 1.........п)
f a J 

ц

вы пол1

(2.24)

в силу которого из (2.22) следует, что на |о. со) выполняется неравен« 
' (С х(/) ) ^ I (u. x(d) ), то есть система (2.1) устойчива.

Остается доказать, что любое решение х(1) системы (2.1). для кого-] 
рого V (/... х('.у) ) р'?. обладает следующим свойством:

lim Цх(/)| = О (2.25)
Г • X.

Из (2.20) имеем, что

/ 1
| X (О Я •’> V " № (a) exp I 2'i.,d֊^ ՝ 

О

Отсюда в силу неравенства (2.24) следует (2.25). Теорема доказана.

3. Рассмотрим действительную дифференциальную систему

— = Лх + о(/, х) (3.1)
dl

где /1 — постоянная п X «-матрица. а 

?(/,х)ес(о</< , ы<£) 

(для простоты принимаем — 0). причем

=: 0 при х -.0 (3.2)
t X11 '

(Ixll -эвклидова норма вектора х). Очевидно, что система (3.1) допуска­
ет тривиальное решение.

Т е орем а 3.1. Если все собственные значения Л,....... Хп матрицы /1
имеют отрицательные вещественные части

ReA/<0 (у =!,...,«) (3.3)

го система (3.1) асимптотически устойчива на [0, со).

Доказательство. Пусть выполняется неравенство (3.3). тогда 
нетрудно показать, что уравнение первого приближения

^- = Ах (3.4) 
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системы (3 1) асимптотически устойчиво на [0, ж) и существует постоян­

ная матрица £ К л такая, что производная по I формы

H(x) = (G 'x, G ’х) (Нх, х) (Н G ’"G՜') (3.5՝,

составленная в силу системы (3.4), является отрицательно определенной 
I» эрмитовой формой, то еСТЬ

Й(х) ((Л',:Н -г НА} х, х)<0 при х[ О

Составляя производную но I формы (3.5) в силу системы (3.1). имеем

Й(х, /) (Z?x, х) 1 (Их, ?) 4- (#?» х) (3.6)

где постоянная матрица В = А'"՛ Н \-НА — отрицательно определенная.
Из (3.2) следует неравенство ||?(/, x)lK£fx для достаточно ма­

лых ]х |: 'x| /e<* L, где г произвольно мало.
Поэтому из (3.6) имеем неравенство

Иб x)<|/.m„(B) 4-2г|НШхГ

откуда следует, что Й(/, х1-\0 для всех Z >> О, если только выпол­
няются неравенства

0<s<- / (5)/2И7| и 0<Цх1</.

Из (3.6) имеем еще Й(Л х) |v„u 0.

Таким образом, для системы (3.1) в некоторой окрестности О суще­
ствует положительно определенная эрмитова форма V (х), явно независя­
щая от / и допускающая отрицательно определенную производную по I в 
силу этой системы

Й(/, х(0)<0 при ]x(/)U.^0 (0</<ОС) (3.7)

Значит система (3.1) устойчива на [0, ос.) [2].
Теперь покажем, что если ||х (0)|| >- 4 <7-, то при выполнении 

неравенства И(х(0)) ■/ выполняется равенство

lini Г х (/)[!= 0 (3.8)

то есть система (3.1) асимптотически устойчива.
В самом деле, по неравенству (3.7) функция у(/) = V (х(0 ) монотон­

но убывающая и поэтому она при I • <х՛ будет монотонно стремиться к не­
которому пределу а, оставаясь все время больше этого предела, так что для 
всех t > О

Их (/))>« (3.9)

Докажем, что а ~ 0. 11усть а =А 0, следовательно. а > 0. Так как 
И(х(£) ) есть функция непрерывная, то из (3.9) вытекает, что решение 
ЦО удовлетворяет неравенству
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'' X (/)[! > а >0 на [0, «•,) (3.10)

В силу (3.10) получим, что Й(/, х (/)) <••.- —6 < 0 для всех /^>0. 
Следовательно, при всех I > 0 будет выполняться неравенств^ 
V (х (/))-<֊ Г’(х(0)) -6/, что, очевидно, невозможно.

Таким образом, мы приходим к заключению, что

Г։ш И (х (/)).- 0

Откуда, вследствие знакоопределенности И(х(() ), вытекает (3.8). что и 
доказывает теорему.

Теорема 3.2. Если хотя бы одно собственное значение матрицы А 
обладает положительной вещественной частью, то система (3.1) иеустон* 
чнва.

Доказательство. Система (3.1) не может быть устойчивой, так 
как легко показать, что при ограниченном <ь(0 из устойчивости в смысле 
определения 1.1 следовала бы устойчивость но Ляпунову, а по условию 
теоремы система (3.1) неустойчива по Ляпунову [4]. Теорема доказана.

4. Ниже доказывается теорема об устойчивости векторно-матричного 
уравнения

^- = У(0х + А«, х) 
(11

(4.1)

где (7(0֊ п.Х «-матрица. непрерывная и ограниченная 
(1|(/(01! (Л < оо, где О’„ > 0—некоторое число) на [а, оо) 
каждое решение х(0 системы

по норме
такая. чтон

^^(Ох (4.2)

ограничено на (а, оо); /{(/, х) п X 1-матрица, элементы которой — не 
линейные функции отклонений х. таковы, что равномерно по ! на [л, об’ 
выполняется соотношение

11,п = о
М-о |!хЦ

(4.3)

"Георема 4.1. Если на [С, со)

Бр И (т) а' I .<• тг 0 (4.4)

(/ = !.... «) (4.
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тле ՛.!,(/), , ^ (/)—собственные значения матрицы

У"«)՛ -֊[«*«)-»-У «Я

го г։։, тема (4.1) устойчива.

Доказательство. Пусть преобразование х А(/)у приводит 
уравнение (4.2) к диагональному виду

^- = Л«)у (4.6)
<//

Тогда, как следует из [ 1].

Х(/) = Х(/)С2(/) (4.7)

где столбцы К, (I) матрицы А'(О удовлетворяют условию

Ц/С, (/) — и> на [/0, о:) (з = 1, ... , п) (4.8)

а матрица Л(/) имеет вид

Л (/) причем — 1п[| Л«;, д (4.9)

В (4.7) матрицы Х(/), С, 2(0 построены таким же образом, как при до- 
Вказатсльстве теоремы 2.4.

Из (4.8) следует, чю Х(0 АГЛ'. Следовательно, для доказательства 
теоремы достаточно показать, что все решения х(0 7^0 уравнения (4.1). 
улойлг гнлряющир ус линию

(К '««)*(',). к '«0)х«„))<(/= (аС/о< ) (4.10)

для всех I > Л. удовлетворяют условию

«С-։«)х(0, К '«)*«))<Г'։ (4.11)

Преобразование х = К(!)у приводит уравнение (4.1) к взеду

^Ч-=\(1)ц Кц) (М=К ') (4.12)
сП

| Производная по / положительно определенной эрмитово։։ формы

И«, X) (К К ‘(()х):

пычи<ленная в силу (4.12). представляется в виде

□ г/ "
— 5]2?а|^Р4֊2Не^*Ж) (4.13)

а-։

еле у. (о = 1.........п) элементы столбцевой матрицы у.
5 Известия АН Армянской ССР. Механика, № 4
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Интегрируя (4.13). получим

и / р ' и (f ) I2и„.,).ий.,.,[■+$(„, + |
•г

4-(г аи',17)] <414>
где

•ИЛ !/) =
2

Uk('o)ll’
2Л(т)^

Покажем, что на [Л. оо) равномерно по /

lim-ИЛ V) = 0 (4-15)
rz-0

Действительно,

!■?(/,tf)i<— lYi>p нл,йЛ2цл/ i«Lrf/-supi4 <ш.
f — foj\^ J / ko.’r ։-•->!?/J

t, •՛

С другой стороны.

[22)..Л' + [2ВМ||Щй' I I
ILvoll J ,»։ J 'y.՝ It Q

В силу (4.8) имеем

1 nw<o- на |/0> -՛ ) (4.17)

Для матрицы К (t) имеем

К (Oil - /л >»(||£/|1 : л Л||)

Из (4.9) имеем

llmln(O 'ИО <JlIlini0) (/(,</<<»; = = n) (4.1S) 

где (О и !lult,l(0 соответственно минимальные и максимальные 
собственные значения матрицы 6“(/). Ио так как |х. (/) <С|| Л’՛^ (/). •-> 

< | (/(ОН на Ro» ) 0' = li ••• . «)» то из (4.9) в силу (4.18) получаем 

неравенство A(/)|)^J п и0 на |/0, ). Поэтому в силу (4.18) имеем,
что

(А'(О’<(Г л -г n)’"w0< с֊ на р(|, ' ) (4.14)

На основании (4.4) имеем | det Л(0 |$> /лх>0 на (о, -^). Для по­
стоянной невырожденной матрицы С : | det С| т.. >0, а так как 
каждое решение системы (4.2) ограничено на [о, ), то |detZ(/)|>
^-7п3^>0 на [о, ). Следовательно, на [а, )
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'ск4 X՜ (/) | (т т։т-т3) (4.20)

И . (4.17). (4.19) и (4.20) следует, что в (4.7) К(1) есть матрица Ляпу­
нова. Но гак как М(/) = К"1(0 также есть матрица Ляпунова, следова­

тельно, она ограничена но норме на [а, оо). Кроме того, в силу (4.3) равно­
мерно по / на [а, оо)

1։т
9֊.п

Ш Ку) 

Ы
= о

В этих условиях 1(/| у.,; — ограниченная величина, и так как ограничены 
Шее другие множители подинтегрального выражения в (4.16), го

[(уехр
IV -I .) / 1.Уо(Г

’• *

Л'
£

где г некоторая положительная постоянная. 
Итак,

РА|
’>Ы

откуда и следует (4.15).
На основании (4.5) и (4.18) следует, что на [</. оо)

(3 - 1..........л)

4 огд.1 существует такое 6 > 0. что

2(ехр ֊’•)— ■< Ир-'о)
3 \ .) / 1уоЯ-

С другой стороны, учитывая (4.15), можно указать такое ро > 0, что для 
-:ксх у, удовлетворяющих неравенству |1у ՛ < ро, будем иметь 1Ш < 
< 2 6. н тогда согласно (4.14) И(/, х) И(/„, х(Л>) ) на |/и, оо). а это 
означает, что любое решение х(0 уравнения (4.1), удовлетворяющее усло­
вию (4.10), где 0 < р р0, для всех / > 1<> удовлетворяет неравенству 
(4.11).

Теорема доказана.
В заключение автор приносит глубокую благодарность своему научно­

му руководителю К. А. Абгаряну за постановку задачи и за постоянное 
внимание к работе.

Ере плиский воли технический
институт НМ. К Маркса Поступила 25 III 1977
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•I S. идил^ил,

dU.irU.bUJiI՛ S’l.lW l>bSbl‘4.U.l.lil«ir циЗПЬЪПЬОЗиЪ SbUllbfHUb 
։l.bl‘II.Pbl‘:»U.I. (II!» IHSllblHr UhUSblfbbP)

U. U >|1 11 ill II I if

lltuniif'iiuiu/ipt/niJ f rhuJ ttAitul[[i tu'liifjipq fl'll tn bpifut[ nt J nj iitifmtthnl 

н{1итЬиЫцф lintjnAittLfJinthp ptnn h. Ik. U.pfiuipjutbft gpifiuti pfi, npp liftpwHL 

//, f; btuh <! inJuAnnlifi tfjipiniifttp ДЪл'1binding npn^ ц/ ш g nt J ft g ’Aann՝

IkniniytngtfntJ iAi /7 Л n p h Jit h p' ՛/ t> tu (fib ։‘,tnJ iinilni nfiuutljJ ft IfHijnAinip tiiAt 

iiAtl[tn jniknt [J juAt It uinliJ it/tn n tn n pl.'ll l/tn jnAtnt fl jtitlt 'IntJu/p, ptf шц/г^Апир 

nfinmliJ // inttfiJ iginnt/inpii'it l/tnjnAtnt.p juAt It шЫ/.и j mh ttt flj nth ‘'aiding It at 

4^111 if)՛!։ it ft n tn Ld ft !{Ut itii'lt nip jgtAt 'Alt J tu pt

ON THE THEORY OF STABILITY FOR A SPECIFIED 
INTERVAL OF TIME (NONAUTONOMOUS SYSTEM)

V. T. AVAN IAN

S ii m m a г у

The stability of a nonautonomous system for an infinite interval of 
time is studied according to K. A. Abkarian’s definition which can 
also be applied to a finite interval of time.

The theorems for stability, unstability, and asymptotic stability 
of a homogeneous linear system as well as for asymptotic stability and 
unslability of a qnasi-linear system and stability of a nonlinear system 
are proved.
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