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КРУЧЕНИЕ БРУСА ДВУСВЯЗНОГО ПОПЕРЕЧНОГО 
СЕЧЕНИЯ. ОБЛАДАЮЩЕГО ОСЯМИ СИММЕТРИИ

§ 1. Постановка задачи

Рассмотрим однородный изотропным брус, ограниченный произволь­
ной боковой поверхностью и двумя основаниями, перпендикулярными к 
боковой поверхности.

Пусть усилия, приложенные к основаниям, статически эквивалентны 
закручивающим парам, действующим в плоскостях оснований. Боковую по­
верхность бруса будем считать свободно։։ от внешних усилий:

Поперечно? сечение бруса представляет собой двусвязную область 5, 
ограниченную изнутри окружностью радиуса R. а извне — гладким кон­
туром А. произвольного очертания.

Возьмем одно из поперечных сечении бруса за плоскость комплексно­
го переменного 2 - х 4՜ ф и поместим начало координат в центре окружно­
сти £։.

За положительное направление обхода контуров и Ъ: принимается 
такое направление, при котором ограниченная ими область 5 остается 
слева.

Как известно [1]. задача определения напряжений в такой упругой 
среде СВОДИТСЯ к нахождению функции «| .(֊) регулярной и области 9 по 
переменной г из следующих краевых условий.

на м (1.1)

91(0+91(0 = Н+ 2Са на Л2 (1.2)

где ' — аффикс точки кривой или а С. и С. — некоторые постоянные; 
одна из них выбирается произвольно, а вторая определяется в процессе ре­
шения задачи.

Поскольку внутренним контуром является окружность, центр которой 

совпадает с началом координат, то на ней // R՝.
Учитывая это и принимая 2С\ = - R', приводим граничное условие 

(1.1) к следующему виду:

71(04֊ ?Г(77 о на Л։ (1.3)

§ 2. П уиведение задачи к интегральному уравнению Фредгольма 
второго рода

Следуя Д. И. Шерману [2—5]. введем на кривой неизвестную 
чисто мнимую функцию £(О согласно равенству
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®։ (<) — ?! (О = 2^(0 на (ЭД

Сложив почленно равенства (1.2) и (2.1). получим

9,(0 = ?«) + 4" + С« <2'21

Введем теперь наряду с имеющейся <{,(2՜) новую функцию <р(-2). также ре­
гулярную в области 5 и определяемую в ней равенством

е{1) 4-~ /7
1 Г6 9

<?(։>?, (;)֊-г--------- Л-С. (2.3)1

Функция ф(х) в действительности регулярна не только в области 5, 
но всюду вне (внутреннего) контура и, кроме того, исчезает на бесконеч­
ности, это следует из соблюдавшегося вне /-2 равенства, которое сопутству­
ет (2.3)

Выражение для 4>,(г) в области 5, как следует из (2.3). будет таким:

§'(/) 4՜“—^
1 С 9

Ъ = ? (г) 4֊ -V -------4֊ С2 (2.5)
2~1 ,] { — г

На основании теоремы Сохоцкого—1кемеля последняя формула при 
2-*- /„ на записывается следующим образом:

9А) ? ('.) + + 4 У» + ֊ --------—— % +С, ж I... (2.6):
2 4 2т,1.) I — /0

Учитывая, что

я(0 (2-7)
выпишем выражение, сопряженное с (2.6). Будем иметь

?з (/о) = ? (6;) — 4՜ Д

х ֊ г(0+֊« _
------ --- -------- (/<4֊ а па Ь2 (2.8) 

2к/ .) I — /0
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Вычитая почленно равенство (2.8) из (2.6) и выполнив, учитывая (2.1), не­
обходимые преобразования, получим для определения неизвестной функ­
ции уравнение Фредгольма II рода (в нем функция <р(г) предполагается 
условно известной)

Л I — 1$

Займемся решением уравнения (2.9) в предположении, что известна 
функция, конформно отображающая внешность единичного круга на внеш­
ность области, ограниченной контуром приближенное выражение для 
нес имеет вид следующего приведенного полинома [6]:

г = Ж2,О1,;-‘’ (2.10)
к ֊0

где

А С-1; ак// -= Сд./г_)/С ц 5 — 2/п9 — 1

Здесь С^-\ коэффициенты отображающего полинома; тч —

число „узловых" точек в секторе ; д — число осей сим-
<7 

метрик.

§ 3. Преобразование выведенного интегральною уравнения
в бесконечную систему линейных алгебраических уравнении

Функцию £.(0= £*(*)» где т — аффикс точки единичной окружно­
сти, отображающей £2, назовем ее 7, разложим б комплексный ряд Фурье 
на окружности у. Для упрощения примем условно

к -1

(3.1)

где а(> ֊— чисто мнимая, а — действительные величины (ниже станет яс­
но, что это допущение в последующем не приводит к противоречию).

Для определения неизвестных сс* (& = 0, 1,2, 3...) построим, исходя 
из интегрального уравнения (2.9), бесконечную систему линейных алге­
браических уравнений.

Вычислим, используя (3.1). интеграл

'1 I <—2 (3.2)
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в котором точка 2 лежит внутри Имеем

На основании свойств интегралов типа Коши

1 (* %
2՜/ ,) I — г 

1г

- - %

Для вычисления интегралов, содержащихся под знаком суммы, обра­
тим формулу (2.10) относительно переменной £; при этом будем считать, 
что переменная ? изменяется вне окружности наименьшего радиуса Г, опи­
санной вокруг Это обращение может быть представлено в виде ряда

где постоянные С։/к 
Возведем обе части 
пень V. Найдем

однозначно определяются но заданным величина, 
равенства (3.5) в некую целую положительную сте-

Здесь С\2 — некие новые постоянные; для их определения воспользуем։ 
известной рекуррентной формулой [6]

сц=4՜ 21(1+7) т - (37)

К т֊\

После некоторых вычислений, сходных с выполненными в работах 
[4] и [6], получим 

где Е (— целая часть — • Учитывая совместно равенства (3.8)
X Я / <7

и (3.4), преобразуем соотношение (3.3) к форме
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2֊/.)/ ֊2
(3.9)

Перейдем теперь к вычислению содержащегося (справа) в уравнении (2.7) 
(и уже не зависящего от &(0 ) интеграла. Имеем [6]

// = О. + У'£>л- И* 4- V֊*) (3.10)

где

А = Л* 2
1П =-0 

»—4/7
73х-==/1" О-<1т&ч(т ֊X.՛?)

п։ — 0

(3.11)

Умножив почленно формулу (3.10) на ядро Коши и затем проинтегриро­
ван по кривой Л... найдем

—л- 1 С Рр 
2-1.11 ֊ г

I,

(Н

(3.12)

Рассуждая аналогично тому. как прежде, и учитывая выражение (3.8),
получим

I -тС-^’л 2' с‘‘֊/-тУ1 (злз)

2'./ ,) I л. 2 1 X- — <; к—к—дЕЩч) \ А / Д
£,

Беря во внимание формулы (3.9) и (3.13). преобразуем равенство (2.5) к 
следующему:

?,(*)=»(«)■!■«, 2«* 2՜ С1-.(֊-)” +
X- — 1 п>-Л--чЕ{к!д) \ '

-֊[°»+2'л 2՜ (ЗЛ4)
- 1 к^ч ч^к-чЕ{к1Ч} \ / I

Далее подставим это значение ф։(^) в краевое условие (1.3) и выполним 
ряд преобразований, в итоге приводящих к равенству, которому удовлетво­
ряет функция ф(2) на внутреннем контуре
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Оно выглядит так:

։<?

2’О*СГ)-О0֊2С։ на £, (3.15)

где

Л =
*~п (3.16^

«<?
I» = 2>АС1‘1.

к-п

Из граничного условия (3.15) вытекает, что

?<*)=■֊ 2(-У(4Ур"-42*(—У(4УД> (ЗЛТ|„±1\г/ \4/ 2 £,\»/ \А/

при обязательном дополнительном соотношении

р։ = -2'«4С1‘)--|-2֊аС1‘) -֊£>„ (3.18)
к=ч 2к-ч 2

Преобразуем равенство (3.17) к переменной т Для этого используем фор* 
мулу (2.10). предварительно сделав в ней соответствующую замену пере* 
мен.чых (то есть, перейдя от точки г и £ соответственно к I и т); продела» 
дополнительно некоторые вычисления, в результате получим

?• (■:) = — 2 - — У՜ (3.19)
4-1 2 к- 7

где

з՜ ^(4) а‘֊’։
’ (3 М)

Выпишем теперь равенство, сопряженное с (3.19). При этом
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<х> . СО
гн = ֊ 2 >%՛”֊ 2- 2' (3.21)

л =»։ * к - ч

Вычитая равенства (3.19) и (3.21) почленно одно из другого, находим

»• (-.) -тт?) = 2 (Л т - мР+4 3՜ -’"*) л/‘” <3-22» 
4—1 ^*-4

4 Известия А11 Армянской ССР, Механика, № 4

Вернемся сейчас к соотношению (3.9). Выполним в нем необходимые 
преобразования, связанные с переходом в правой части к переменной т. 
кроме того, примем во внимание равенство Сохопкого-11лемеля. I огда 
найдем

, . . _ .со со
Г£И. А = п<?>+ 2 ?П$?’-г 2 ^‘пГ’

2 Л лТ.

где

со
Пл} = ^'Рг.а^ 

л=0

СО
П5?=

п-4

(3.23)

(3.24)

П14> = 2’ Рпа^к 
П-С<*>

Здесь С (к) = ■' -£- и а —наименьшее целое положительное
5 д — 1

число, которое придает нижнему пределу суммы целое значение. 
Нижний предел суммирования для значений к, кратных у, обозна­
чается через С* (Л'). При всех значениях к, кратных </, соблюдается 
неравенство С* (к) к (в нем знак равенства имеет место лишь при 
*= <?)•

Далее приведем еще равенство, сопряженное с (3.23), помня, что н нем

псе коэффициенты — вещественные величины, т —— и £(*) — чисто мни- 
*

мая функция. Оно имеет вид

֊^1 + X ['/Мт? = п!;>; 2 г‘п1” 2 -‘п;41 (3.25)

Вычитая же формулы (3.23) и (3.25) почленно одну из другой, по­
лучим
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+ ~ ?(0‘/1п^=У (?-т ‘хге-п1?’) (3.26|
2-М *-*о

Рассуждая аналогично тому, как выше, из выражения (3.13) находим

֊■ 2՜<?
2 к

(3.27)

причем

*4
МГ'-= 2'

п- с*(*> 

лй4’ 2'

(3.28)

Наконец, в интегральном уравнении (2.9) учтем формулы (3.1), (3.22). 
(3.26), (3.27); проделав затем необходимые преобразования, получим бес­
конечную систему линейных уравнений для искомых неизвестных аК с ин­
дексом, кратным с/. Эта система достаточно проста и выглядит так:

со
4X4 - 2 2 а/Л, „ = Тк (6’*) - Л ((?) (3.2?)

Р-9

При этом содержащиеся в ней коэффициенты находятся из равенств

«(/». *) / г,
и1., = 2Й*, + 2£’„х. 2՜ 

/1=7 ՝•
У"«;д’с^л +

+ 2՜ с^„[ай*-а!,”24] 
л-’С*(Л)
П(С*) = м*”)֊ м*141 (З.зо)

Г;(С*) = ЛА'։) —ЛЛ1“

Здесь

ей’, о для р<с»(4) 

М (р, к'.) р для р к 

М (р, к) — /< для рУ-к

Другие ссА (с индексами, не кратными 7). как вытекает из (3.29), рав­
ны нулю.
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Укоротим систему (3.29), сохранив в ней первые Л' уравнении. Решив 
гак укороченную систему, .можно определить первые А коэффициентов 

. . Вообще говоря, входящие в укороченную систему (А = 1, 2.... V)

отличны от нуля: - 0 для к Л'р.
В формуле (2.5) учтем значение функции ф(з), а также интегралов, 

входящих в се правую часть. Будем иметь

§ 4. Вычисление жесткости при кручении

Для вычисления жесткости при кручении имеем [ 1]

I /3=]^ + + у~^ох)(1хду

с

Применяя формулу Остроградского—Грина, получим

■ /■> = Iх [? (х, у) (хЛх ■+■ ус1у) 4- ху (х<?х ֊ у^)] (4.2)

1Л-

Имея в виду, чго

I х = Цл, ,„ = Ц-1 ф(х, у) = -Т.(4֊дЙ (4.3) 

придадим формуле (4.2) следующий вид:

I ггНг-Х-֊ [ [?х (г) — ?։ (г)] </(гг) ' (4.4)
I 4г Д 4г ,) )

Д։՛!•.£, А։֊ Д»

Переходя в ней от переменного г к / и беря в расчет, что на произведе­

ние // В’, найдем

։1{4г7[ъ<<) -’МОНЮ) —4-[ (4.5)

НИвШ £>
Так как

*
2

(4.6)

то выражение для жесткости принимает вид

“ Заметим, что интегрирование по контуру Ь, производится протии часовой стрелки 
а по хонтуру £։ — ио часовой стрелке. \
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1
+ ֊T^'^j>»Wrf-«-֊-4j (4.7)

Здесь интегрирование производится против часовой стрелки.
С другой стороны, обратившись к формуле (3.31) н выполнив оче­

видные вычисления, придем к соотношению, справедливому на окружности 
У (отображающей кривую L-)

?ПЧ-?;(ч= 3' -■“ix
k-p

£։(G*)-|.-1 ги<;«) — 2՜ ‘)JW<*l i-2«։
2 j 2 (4.8)

где введенные величины

Ек (G*) = МР + — м!” + П?- пГ։ (4.9)

причем верхние пределы суммирования в первой сумме таковы:

Л, (М х) -- М/, если М > з
Аг $) = если $

Взяв во внимание формулы (2.10) и (4.8), придадим равенству (4.7) 
после несложных промежуточных преобразований более удобную форму.

Окончательное выражение для жесткости при кручении примет вид

Г А” А* 2։
֊ + ֊2 (9*-2ЖТ +

՝ * 4 4-0

»VT^kDk Ek{G*) + ^-Tk(G*) 
£

(4.11)
4-?

§ 5. Вычисление кдептельных напряжении при кручении

Согласно работе [1] имеем

•И -
= (5.1)

Воспользовавшись формулой (3.31), вычислим производную функций
<р։(г). Найдем

р^' 4) П / 1 \ I

2՜ ~ у(5.2)
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Переходя здесь к полярным координатам г ■- ге'՜ , получим

/' ’ с об (и — 1)» -|-

СО5(п 4-1)? /’ 1 (п — 1) ՛? —уЗ։п(л-|-

Подставляя значение <р/(2) из формулы (5.3) в равенство (5.1) и от­
деляя в нем действительную и мнимую части, придем к требуемым фор­
мулам для компонент касательных напряжений

1 . . .. R2" ։ <
$1п(п — 1) <?------ -.-з1п (л 4՜ (5.4)

м , Р^՛ ։)
V ™ I Ч՜՝* п К/
)г = ֊и— Г СОБ ? 4- 2 ֊^Х

п — о

г' 1 соя (л 1) ? 4՜ соб (и 4՜1)? (5.5)

здесь г | 4՜ 4“ у <р = агс1£-----
У

По формулам (5.4) и (5.5) могут быть вычислены составляющие на­
пряжений в любой точке области, занимаемой поперечным сечением бруса.

Фиг. I.

Вектор напряжения в точках контура области направлен по касатель­
ной к нему, и его величина дается формулой

т = Ух; г У? (5.6)
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Для решения задач кручения сплошных и полых призматических тел 
составлена программа на языке АЛГОЛ-60.

В качестве примера рассматривается кручение двулысычного вала с 
вентральным круговым отверстием.

Геометрические параметры поперечного сечения вала

4 = 0.4, 4 « °֊7
R R

Коэффициенты отображающего полинома при указанных геометрически 
размерах сечения содержатся п работе |6].

Жесткость при кручения D:\iR'՝ = 1.156.
Эпюра касательных напряжении, приведенных к единичному крутящему 
моменту (М = 1 к? с.и), представлена на фиг. 1.

Автор благодарит Д. И. Шермана за внимание, проявленное к настоя­
щем работе.

Ждаиовекнн металлургический
институт Поступила 20 VJ 1977

Յու. Մ. ՄԱւՈւԴԱՎ

ՍԻՄԵՏՐԻԱՅԻ ԱՌԱՆՑՔՆԵՐ ՈԻՆԵՑՈՎ ՍՐՍԿԱՊԱՆԻ ԼԱՅՆԱԿԱՆ 
ԿՏՐՎԱԾՔԻ ԶՈՎԻ ՈԼՈՐՈԻՄՐ

Ա մ փ n փ n ։ մ

Տրվում I, րարղ ձևի հրկկա ւղան ի լայնական կտրված րով սնամհջ պրիզ­
մատիկ ձողերի որոշ ղասի խնէյիրնհրի րոծումրւ

Փնտրվող ո/րւրման կոմւղլերս ֆունկցիան կառուցվում I; Դ. ֆերմանի 
եղանակով։

Ւնմհներական կոնկրետ խնդիրների լուծման համար Ալղոլ—60-ի լհղվով 
կաղմվհք Լ ծրաղիր:

I՝ Էրվում կ թվային օրինակէ

TORSION OF THE BEAM OF DOUBLY-CONNECTED 
CROSS-SECTION HAVING SYMMETRY AXES

Yu. M. MAMEDOV

S u m m а г у

The paper deals with the solution of a number of problems on 
torsion of hollow prismatic beams of doubly-connected cross-section or 
an intricate shape, the region occupied by the beam cross-sectior. pos­
sessing symmetry axes.



Кручение бруса двусвяэного поперечного сечения 55

The complex function of torsion sought for is found in terms of 
D. I. Sherman's method and represented as a transformed polynomial.

For solving particular engineering problems a program in the 
Algol-60 language is worked out providing a simple and universal 
method for numerical analysis of problems on torsion of solid and 
prismatic bodies with a specified form of cross-section.

A numerical example is given.
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