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ПЛОСКАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ЭКСЦЕНТРИЧЕСКОГО 
КОЛЬЦА БЕЗ УЧЕТА ТРЕНИЯ

Первая основная задача для эксцентрического кольца и биполярных 
координатах решалась н [1.2].

Смешанные задачи решались для частного случая эксцентрического 
кольца, а именно для полуплоскости с круговым отверстием [3. 4|. В обеих 
этих работах было принято, что штамп приложен к границе полуплоскости.

В данной статье рассматривается задача о вдавливании штампа в 
упругое эксцентрическое кольцо, когда между штампом и материалом коль
ца отсутствует трение. В частном случае получено решение для полуплоско
сти с круговым отверстием, внутри которого приложен штамп.

1. Задача решается в биполярной координатной системе, и которой 
эксцентрическое кольцо занимает область — .т^р^я (фиг. I).

Вдоль дуги внутренней окружности а. = а, по участку прило
жен жесткий гладкий штамп, а на остальной части контура кольца заданы 
нормальные напряжения. Принято, что касательные напряжения по всему 
контуру равны кулю.

В силу симметрии будем рассматривать только половину основной об
ласти (Р>0), требуя при этом выполнения следующих условий:

^(«».?) ъ («»?) = О

\.(3. 0) = •) = 0

и (в, 0) = Из, «) =0

(*,<«<«>) (Ы)
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a’e(^2, ₽) /2(Э)

?) = <7«0 

а*։(*Р₽) Ш

(о<КМ

(&><?<*)

(1.2>

(1.3>

(о<3<»

а — половина расстояния между полюсами системы.
Функцию напряжений Ф(а, (1), которая удовлетворяет дифференциаль

ному уравнению

—- 4֊ 2 ■ О< —------ 2 —-----(֊ 2 — -I- 1 Iаф = 0 (1.4)
дя4 дя2^՜ до4 ** да2 д5'-‘

нри ag ch а — cos 3 ищем в виде

ос
(а, 3) = .43 sin Р 4֊ jE^ sh а 4֊ /’а sh я 4֊ V ’Г*(2) cos (1.5)

к-\

Ha основании ( 1.5), используя связи напряжении и перемещении с функ
цией [1], находим

а\ = А [2 cos / (ch я - cos °) — sin՜ 3| — Fo sh'“ я

— 2 I k2 (ch я cos 8) — ch я I 'F* (a) cos A3 4՜ 
k 1

00 eo
4՜ sin 3 У AH\ (a) sin A3 — ch а У (я) cos АЗ (1.6)

k~I Л-1
co

а՜«? (ch я — cos 3) У Ч\. (я) sin А? (1.7)
Л-1

п I1 (л psh«sin3 , г- / 1 sh'-я \
.— Д —---------------- 4- £0 / ch я------- --------------- -- \ 4֊

/. -г |i ( ch я — cos 3 \ ch я — cos р /

4՜ /'<| ( sh я ' - я ch я----------Ldl-Z—— V —
\ ch я — cos 3 /)

л 4- 2? д/ as։n2p ГД , /֊./1 3sha.sinS \

X 4* Р- ՝ chа cos ? / \ ch я cos 8 /

co
-A_V <(«)--֊sh’ ֊. cos*?֊

ch я cos 3

' ֊^ I " 

2(>--ri0 Lr{
‘Гл(я)4-(Л2 —1) Ч\.(х)</л- cos АЗ-

у <(a) (А2-!) Г’ГДх)^
ch« cos 3 J

(1.8)
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2|^ =
81П й ֊ —-'■—П    [> СОЗ (Л -4

ей« —соя р /

ХЧ-2«

яй а я։п 3
ей а соя р

(^4 *£0) 4֊

а &й я ят 8
сЬ я — СОЯ р

— яш 3 ) 4 /'0(? ей а------ —-
/ \ спа — СОЯр

V Юь (а) ям Л2 4֊ - -— ■ г V 
ей а-соя?

2(>.4-н)^։1
1Л — 1
— ЧМ'О

к

а
яй я пг1 / \ 1 I нг / \ I ■’й։ /1 л\

2 соз 3 (ей а.2 — соз ?) — я1п2 8 —

—Г-------- -  ՝Ь(։)+—֊ ՝М*И* (Е9)
спа—соз? к и I А'

'■» 11—постоянные Ламе.
Функцию 11г,с(а) удобно представить в виде

Ч\ (^) = Ек $й («։ — а) яй к (ах — а) Ск $й к (ах а) зЬ (а — а.,) 4՜

: /■\ зкк(у. а2) зЬ (а։ а) — Нк яЬ Л (а — я2) яЬ (а — а2) к (2 (1Л0)

Ч'\ (я) - Ех яИ 2 (а я,) I- С։ с1։ 2 (а — а.>) 4֊ (а — а3) 4֊ Нх

Выбор функции Ч\-(а) в таком виде обеспечивает автоматическое удовле
творение трех условий (1.1). Из остальных условий (1.1) имеем:

՝М*1) = 0, ։Ь(«>0, го=—11—л (1.11)
л 4՜ 2։1

что равносильно

Ик = Ек = ^ при к >2 (112)

2£,=֊Л. Е, = С1с1й(аг-аг)

С учетом (111) условие ( 1.2) принимает вид

со ОЭ
— (ей а3 — соя р) У (а2) соя А*3 4- я։п 3 к^\ (а2) я։п 1$ 4՜

*-։ л-։

4֊сЬаа 2՝М«г)со5#=/,(?)-<£({*) (0<?<~) (1.13)
4-1

где

а<?)=л
>• 4- 211

яйеа.. (1-14)
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Рассматривая (1.13) как интегральное уравнение относительно

»
<p(ft) = £№(*,) cos#

л-1

находим решение этого уравнения

где

ес
у (я2) cos к? — 
к֊\

А (у) dy 
(ch а2 — cos у)"

cos ft ch я2 
ch а2 - 1

3 »'*<«.)

1-^1

A (ft) 

ch а2 — cos ft

[sin у ch я2 cos ft sin ft (1 - ch х. cos у)] (1.15)

А (у) = /2(у) ~ Q(ft)

Из (1.15) < учетом (1.16) получим

Д____1 (7? (//)(! — ch 7.2 cos #) </t/
(ch а., — cos։/)2 

о

(1.16)

(1.17)

q. , . _______ 2 f /2 (ft) 1 & (ch ac — cos ft) cos k? sin ft sin &ft] dft
*M՜ «*(Aa-l)J (ch a8-cos ft)֊

0
(*>2)

= .Н1“» A+ ch^՜1 (' (1֊18)
2 z J (ch«. — cos ft)2

0

Z (?) (֊ - Й ch a. sin ? + -!‘(1-+ch (ch ։„ _ cos ?)
A 4- 2tt

Постоянные Gj, Ht, Fk и Gk выражаем через функции 4\ («J а ՝1\ (сс.)՛

G = н = ^К.)|1 4-2(a,-^)cth(q, U]-4\(0Q
1 д1 ’ ’ ■*.

С. = - ‘ ~ 1 [--ЧМ’։)вЬ^֊’։)^Т*(։.)£։Ь(7։ j։)] (1.19) 
it

= к! - 1 I Ч\ (,։) Sh к (a, - а։) - ֊ Ч\ (а.) к sh (а, >։)J

А*
где

д։ 2 |(3i ~ 7a)cth (а, - X,) — 1], Да-— sh2/: (=, ֊ ?2) — Z:-sh՝ — г;)

s

о

(0<ft<՜)
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֊*=»

'Смешанные условия (1.13) приводят к парным уравнениям (Л^О)

- ֊4֊ Ь <**. + Я («,) СОЗ к? <7(0) - 4±±- ч (3)
л + 2н к .| 4֊ 2н

'2 А сЬ а։ - V № (04) соз к? =------- ------------------------- --------------
сЪ«х —соз? сЬ ։х соз?

(0<?<&)

(1.20)

(?Ж*)

где д(?) и /х(?) заданные граничные функции, а С (?). /’(^ — ре
гулярные части в выражениях перемещения 6;(а, р) и напряжения 
-- («։. ?)•

Для дальнейшего удобно пользоваться разложениями

6’(?)=<° 5]6\СОЗ^,
2

Г(3) 

сЬ а, соз 3

гт՝ Ои
֊° 4- 2 Л СОЗ I? (1.21) 

4-1

я Т,; легко вычисляются при помощи интегралов [1]

1‘ соз л9</3 2"
,) сЬ « — соз? зИ а 
— к

(1.22)

я имеют вид

= 2/ озЬах£0 Д+ 2 «К4(Я1)е *’■
А 2'Л

оо
2 21(1 Л\.)’Гл(а։)- Л/?1\.(аЛе-И’

к=Ч

б։
_3 ах(Х-{-3|1)е՜ х‘зЬ1х , .

о зЬ ахе £0 А |-

00 ОО
гсЬ«, 3«7(։,)«-*•' гей«, 21(1 №)։Г*(«։)-ЛЛ¥*(’։)1<‘”

*-։ >֊2

О ! 1 —п’| с 2^У- (/■ 3|0 । - ЛЯ| ,«ип ~ — 2/'> зп ххе £0---------------------зЬ а.е А
>. -и 2|»

ОО
Ь 2 (х։) 4֊ п [Фя (ах) м, 4֊ Л/?Г„ (а5)] [(1 ֊ ;УП) ’Гл (ах) -

к -1
ОО

-ЛЛ,’Г.(«։)]е-2։'"+ 2((1- М,'\\ (аг)] 6П1 (1.23)
к^2 
к» п

(п>2)
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ос
+ V (4 + с։Ьа1)Ч\(։1)е-*’>

4-1

г'=к’՝''2(2-тЬ7)։։։’-е”'1л-и՛

4 -^4/' (соя 0) .г, (соз 0) с1£ :4 @(С05 гд(соя 0) с1<<

1',

2сЬ«, 2*Ч-։(«,)е Т.р.'е ” + с։Ь», 2 Ч-4(,,)6„ (1.24)
4-3 А-Г

Л = 2/1 ----- ‘1_\8Ьз։е 4 п’Гп(а։)е՝:'я<%
\ /• 4֊ 2з* /

X ОО
4- 2 № («,) ь>. г сIь з։ 2 ч\ (в։) 6*. (/I; 2)

х-։ 1
к п

где

2А*ЛЬ - 2Г зЬЧ 4֊ 2* зЬ а сЬ ։ — 1 4- е-2Ь

6։. = еч**‘”։- е՜1*-1-, х=2—±- (1.25)
л 2}‘

'• = —1—• = сЬ а зЬ Ъ 4՜ к зЬ л сЬ А а

Используя результаты [5], решение уравнений (1.20), с учетом разло
жений (1.21). получим в виде

(а1) = 4՜ 2 <со$ " 4՜ 2 Тк1^ (СО5 ^о) 

к -1 >

с/0 4֊
о

Ь֊- НсЬя։л1 71)уя(сО5 Ро) (1.26)

Здесь

./„к (со8 М = ( «я (СО5 0) Г к (СО5 б) С1к у сЛ 

о



Плоская контактная задача для эксцентрического кольца 27

/’(cosO) =

о 
/(3)sin^-<3

♦*
| cos 6 — cos /

<^(cos 0)
■ g՜ (?) sin — d$ 

2|/2 2
r J Г cos 3 cos 0 

о

/rt(co53։)= f^cosSJMcosSJcIg-^- /(?-) , /l('') 7 (1-ЭТ)
J 2 ch Xj —cosh
&
(*) - Pk-i U) ֊ Pi (-v), */• (x) P*-\ (x) 4- Pk(x)

a P. (x) полиномы Лежандра.
Подставляя (1.26) в первое уравнение (1.20), определим постоян

ную £.

-^-Еа֊-(Т0 4А ch «,) Insin £(б\

ЛТ 2 2 —I \ £ .

Г бI /''(cos 0) ctg — d0 4- -֊-[<?(cos9)ctgy^ (1.28) 

О

Как видно из (1.23 1.25), Ск и 7* выражаются через Чгр (з։), следе՝ 
вательяо, (1.26) и (1.28) можно рассматривать как бесконечную си- 
-стему относительно р ^՝Р (<*։) и £0. Сумма модулей коэффициентов при 

/г’1 'р (я*) в (1.26) стремится к нулю, как ~^֊> а свободные члены
V Р

бесконечной системы ограничены и стремятся к нулю как О

Следовательно, система (1.26) квазивполне регулярна.
Подставляя (1.26) в (1.6) при а = а, с использованием значения 

ряда

1 \
\ к >'

_ ъ ----
1' 2 cos ‘-(cos?--cos?)

14“ 2 (cos 0) cos Л? = 2
*-i 0

(?>?)
(1-29)

получим

U-«(lx, P) ----- yj— cos (ch — COS /)
R

I cos — cos

Г Q’ (cos 9) sin Gt/O , 
J Y cos 3 — cos G

G
3. ,7A.(cosO)tg—-</G

2 k[kGk- Tk] ----------------------Ц-

A 1 • (cos? — cos 0) '

CF (cos 6) sin G(/0 F(—1) , . A. /։
-7--֊— =֊ 4֊------ —'(cha։ —cosS) (0<S<?0) (1.30)

J у cos .• — cos 6 2
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— постоянная, входящая в коэффициент особенности контактного 
напряжения при р = рй, которая определяется формулой

ОО
/? = 4ДсЬ«։ Г0-г/-'(cos Q (cosft,) — V [k.Gk— TV] zk (cosftj) (1.31) 

к «1

2. Численный пример.
Рассматривается случай, когда фиксированы параметры:

а, =- 1.009, а = 1, Л (?) = 0. v = 0.35, Е = 2- 10й кг/см2, g (?) = 0

и варьируются геометрические параметры: внешний радиус а;, область за
дания равномерно распределенной нагрузки на внешнем контуре £։, об
ласть приложения гладкого штампа на внутреннем контуре

В табл. 1—3 приведены значения коэффициента при особенности 

(cos? — cos ?0)

I/O՜ 3
/?*/ 7о —Q— cos 9 (ch «1 — COS ?0)

Таблица ! Таблица 2

причем в табл. 1 и 2 фиксировано ъ... а в табл. 3 фиксировано р0.

а։=0.25 7, Л0.5

*/2 г./4 -я о
'о

Т.12 г./4 7./Ю

л/10 1.2394 0.3325 0.2974 Г./20 1.3961 0.3631 0.2632
О-/Ю -1.3521 0.7203 -0.2107 2-/20 1.04762 0.7044 0.5737

Зп/20 1.7916 1.4957 1.3639

Таблица 3 
г./10

аз \
-,2 г./4 «/10

0.5 1.0175 0.7043 0.5;37
0.8 —0.8491 -0.3679 -0.2997

3. Частные случаи.
а) Подставляя в решение задачи а. = 0, получим решение контактной 

задачи для полуплоскости, ослабленной круговым отверстием, на границе 
которой действует гладкий жестки։։ штамп. При этом /-.(?) при р - ֊0 долж
но стремиться к нулю как ?. Иными словами, граница полуплоскости 
(а.. — 0) на бесконечности должна быть свободна от нагрузок.
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6) Из решения данной задачи можно получить решение задачи, когда 
штамп приложен к внешнему контуру кольца. Для этого достаточно б соот
ветствующих формулах поменять местами а, и а։. Если, кроме этого, при
нять радиус внешней окружности равным, бесконечности (то есть принять 
а։ = 0). то получаем решение для полуплоскости с круговой полостью, 
когда на границе полуплоскости приложено два симметрично расположен* 
пых полубескояечных штампа. Решение такой задачи ранее было получе
но в работе |4].

Институт механики АН
Армянской ССР Поступила 17 Ш 1978

Ն. 0. ԳՈՒԷՔԱՆՅԱՆ. 11. 1Г. ԱՊՐՏՏՅԱՆ

ԱՐՏԱԿԵՆՏՐՈՆ ՕՂԱԿԻ ՀԱՄԱՐ ՀԱՐԹ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐ 
ԱՌԱՆՑ ՇՓՄԱՆ ՀԱՇՎԱՌՄԱՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Դիտարկված է արտակենտրոն օղակի համար հարթ կոնտակտային խըն֊ 
դիր, երբ ներքին (արտարին) եզրագծի էէրէ4 աղղում Լ կոշտ ողորկ դրոշմ։

Երկբեեո. կոռրղինտատյին սիստեմ ում, էիարյհի շարքերի օգնությամբ, 
խնդրի լուծումը բերվում է, նախ գՈէյգ հավասարումների, ա յնահետե
('վազի քի^վին սեդոլչյար հանրահաշվա՛կան հավասարումների սիստեմի՝

Մասնավոր դեպբոէմ ստացվում է կէոր անցքով թուլացված կիսա ՞ար֊ 
իության համար կոնտակտային խնդրի /ածումը, երբ անցքի ներսում ազգում 
Լ դրոշմ։

Դիտարկված Լ թվային օրինակ)

A PLANE CONTACT PROBLEM FOR AN ECCENTRIC RING
TAKING NO ACCOUNT OF FRICTION

N. O. GULKAN1AN. A M MKRTCHIAN

Summary

A problem on pressing a punch into an elastic eccentric ring with 
no friction between the punch and the ring’s material is considered. 
In the particular case a solution is obtained for a semi-plane with a cir
cular hole to which the punch is applied. The problem is reduced to 
dual series-equations which in their turn are reduced to a quasi-quite 
regular infinite system of linear equations.
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